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VORREDE. 



Die Lehre von der Kreistheilung, obwohl eins der interessan- 
testen Gebiete, welche in neuerer Zeit der Mathemaüli hinzu- 
gefügt worden sind, weil Geometrie» Arithmetilc und Algebra in 
wunderbarer Weise darin in Wechselbeziehung stehen» ist doch 
bisher nur wenig in weiteren Kreisen bekannt und beachtet 
worden. Wenn hiervon der Grund einerseits darin zu suchen 
ist» dass andere, gleichzeitig entstandene» DiscipUnen von grosser 
Wichtigkeit einen bedeutenden Theil des Interesses absorbirt 
haben» sowie darin» dass alle der Zahlentheofie angehörenden 
Gebiete ihrer grossen Abstractheit wegen eine verhältnissmässig 
«ur geringe Anziehungskraft auszuüben pflegen» so ist ohne Zweifel 
von nicht geringerem Gewichte der Umstand» dass bisher die be- 
treffenden Untersuchungen» welche sehr zahlreich sind» noch nicht 
gesammelt und in passender Verbindung, sondern nur in einzel- 
nen Abhandlungen» in den verschiedenen mathematischen Zeit- 
schriften zerstreut» dem Publicum dargeboten worden sind. Diese 
ErwSgung und der Wunsch, eine Disciplin» welche dem Ver- 
lasser selbst grosses Interesse einflösst, auch Anderen näher zu 
bringen» haben ihn bewogen» die hier folgenden Vorlesungen über 
Kreistheilung und höhere Arithmetik» wie sie zum Theil an 
hiesiger Universität von ihm gehalten worden sind» dem Druck 
zu übergeben. Dem Zwecke entsprechend ist dabei weniger 
darauf gesehen worden» Alles» was in dem Gebiete bisher ge- 
arbeitet worden» zusammenzustellen» als vielmehr» wie es bei 
academischen Vorlesungen angezeigt ist» auf eine passende Aus- 
wahl» durch welche jede, wesentlich in Frage kommende Seite 
des Gegenstandes beleuchtet» der Leser in denselben eingeführt 
und in den Stand gesetzt wird» sich in der vorhandenen Uteratur 
zoreebt zu finden und selbständig weiter zu arbeiten. Um jedoch 
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den Mangel der VoUsUndigkeit einigermassen auszugleichen, sind 
IQ häufigen Qtaten die hauptsächlichsten Arbeiten über die be- 
handelte Discipiin augegeben worden. 

Jacobi hat aber denselben Gegenstand Vorlesungen ge- 
halten, von weichen verschiedene Hefte noch vorhanden sind. 
Durch die Güte des Herrn Professor (Lronecker ist dem Ver- 
fasser die Durchsicht eines solchen gestattet worden, als Auswahl 
und Anordnung des Stoffes ihm schon ziemlich feststanden. Er 
hat sich dabei überzeugt, dass die wichtigsten Resultate, zu 
welchen Jacobi gelangt ist, gleichzeitig durch Ca uchy gefunden 
oder seitdem durch die Arbeiten anderer Mathematiker reprodu- 
cirt worden sind. Wenn gleichwohl die Publicatiou von Jacobi's 
Vorlesungen wegen einer Reihe von speciellen und feinen Unter- 
suchungen, welche ihm durchaus eigen sind, ein besonderes 
Interesse darbieten würde, schien es doch dem Verfasser ITir das 
Publicum Wünschenswerther, auch von den Arbeiten späterer 
Mathematiker» namentlich von der Vervollkommnung, welche 
Kummer den Resultaten Jacobi*s gegeben hat, unterrichtet zu 
werden, die Einfügung dieser Arbeiten in die Jacobi'schen Vor- 
lesungen jedoch kaum möglich, ohne deren Gharacter völlig zu 
verändern. Um indessen einer eventuellen Veröffentlichung jener 
Vorlesungen nicht vorzugreifen, hat er sich nur an einer Steile 
(in Nr. 2 der 13. Vorlesung) erlaubt, einen Passus aus denselben 
herüberzunehmen, alles Uebrige Ist nach andern, überall, wo es 
wünschenswerlh schien, angegebenen Quellen gearbeitet worden. 

Noch muss ein Wort über die Vorkenntnisse, welche in 
diesem Buche von dem Leser werden gefordert werden, hier 
Platz finden. Dem Verfasser sind in dieser Hinsicht folgende 
Gesichtspunkte massgebend gewesen. Da es ihm darauf ankommt, 
den Inhalt des Buches weiteren Kreisen, namentlich den Studiren- 
den zugänglich zumachen, hat er eine verhältnissraässig geringe 
mathematische Bildung, aus der Algebra nur die Bekanntschaft 
mit den allgemeinen Sätzen über die Gleichungen, ihre Wurzein 
und die symmetrischen Functionen derselben, aus der Zahlen- 
theorie etwa mit denjenigen, auf Theilbarkeit der Zahlen und 
Congruenzen bezüglichen, einfachen Sätzen vorausgesetzt, welche 
in Dirichlet's Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben 
voD Dedekind, die ersten 20 bis 26 Paragraphen erfüllen. 
Bieztt bestimmte den VerCnaer zudem die Absicht, die dgenthüm- 
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liehe Wecbselbeziehung, welche zwischen der Lehre von der 
Kreislheilung einerseits und der höheren Arithmetik andererseits 
besteht, in das hellste Licht zu setzen , indem er nichts aus der 
letztern voraussetzen mochte, was durch die erstere ohne Zwang 
konnte abgeleitet werden. Alle andern arithmetischen Betrach- 
tungen aber, welche die nothwendige Basis für die Anwendungen 
der Kreislheilung bilden, sind in dem Buche selbst an den be- 
treffenden Stellen auseinandergesetzt worden. 

Möge die vorliegende Arbeit dem Zwecke dienen, zu welchem 
der Verfasser sie bestimmt bat: Interesse fdr die feinen Unter- 
suchungen über Kreistheilung zu erwecken, welche das erste 
Beispiel jenes wunderbaren Zusammenhanges geboten haben, der 
die Zahlentheorie mit den verschiedensten Gebieten der mathemati- 
schen Speculation verbindet! — 

Breslau im Frühling 1872. 
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Erste Vorlesung. 
Das Problem der Kreistlieilimg. 

1. Die Lehre Ton der Kreistheilung hat die Aufgabe: die 
ganze Peripherie des Kreises in eine gegebene Anzahl 
gleicher Theile zu zerlegen, zu ihrem Gegenstande. Dafür 
kann man auch die Aufgabe subslituiren: den ganzen Winkelraum 
um den Mittelpunkt» welcher vier Rechte oder 360® beträgt» in 
dieselbe Anzahl gleicher Theile zu theilen. Verbindet man die 
successiven Theilpunkte der Peripherie durch gerade Linien, so 
entsteht ein, dem Kreise eingeschriebenes, regelmässiges Vieleck 
von ebensoviel Seiten, als die Anzahl der gleichen Theile beträgt. 
Man kann also die Aufgabe der Kreistheilung auch so aussprechen: 
In den Kreis ein regelmässiges Vieleck von gegebener 
Seitenzahl einzutragen. 

Diese Aufgabe ist eine der ältesten in der ganzen Mathematik, 
aber ihre LAsung ist nur in den einfachsten Fällen des Problems 
bereits den Alten (zu Euclid's Zeiten*)) bekannt gewesen. Wir 
wollen hier zunächst diese einfachsten Fälle zusammenstellen« 

1) Man theilt den Kreis in zwei gleiche Theile durch irgend 
einen Durchmesser desselben, und durch zwei auf einander senk« 
rechte Durchmesser in vier. 

2) Um ihn in sechs gleiche Theile zu zerlegen oder ein regu- 
läres Sechseck einzuschreiben, beachte man, dass jedes der con- 
gruenten Dreiecke, aus denen das letztere besteht, ein gleich- 
schenkliges ist, mit der Sechseckseite als Basis. Da nun der 
Winkel an der Spitze 60® beträgt, muss jedes dieser Dreiecke 



*) S. Euclid'B Elemente, Buch IV. ~ In Bretschneider^s Bach 
„die Geometrie and die Geometer vor Enclides** §. 69 wird die Be> 
kannt«chaft mit den regelmässigea Vielecken, namentlich dem Fünfecke, 
schon Pythagoras zugeschrieben. 

Bachiiakk, Lehre d. KreisUi. 1 
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vif. 1. 



sogar ein gleichseitiges sein. Folglicli ist die Sechseckseite dem 
Radius des Kreises gleich. 

3) DeniLt man sich 
das reguläre Sechseck 

in den Kreis eingeschrie- 
ben und Terbindet dann 
a| roÜ aj, 03 mit 113, 
a^ mit a, , so entsteht 
das reguläre Dreieck. 
Wie leicht zu sehen, 
steht a^a^ auf dem Ra- 
dius m 04 senkrecht und 
halbirt denst'lhoii in n. 
Man erhält folglich die 
Dreiecksseitejndem man 
durch den Mittelpunkt 
eines Radius die auf ihm senkrechte Sehne zieht. 

4) Ist amb (Fig. 2) eins der congruenten Dreiecke, aus wel- 
ciien das reguläre Zehneck besteht, so ist -^amb ^== 36^ 
-^tnab ^= ^mba ---= 72^ Halbirt man daher den ^mba durch 
die Linie bc, so wird A mcb gleichschenklig, ebenso wie A abc. 
Daraus folgt ab ^=^bc ^=s cm\ und aus der Aehnlichkeit der beiden 

Dreiecke amb und abe 
ergiebt sich: 

ac : ab ^'^ ab '. am 

oder mit Rücksicht auf 
die gefundene Gleich- 
heit: 

ac : nm s=Bs cm : am. 




Fig. 2. 




Theilt man also einen 
Radius am durch den 
sogenannten goldenen 
Schnitt in c nach stetiger 
Proportion, und schlägt 
um c mit dem grösseren 
Stucke cm einen Kreis, welcher den gegebenen in b schneide, so 
ist die Sehne ab die Seite des regelmässigen Zehnecks. 
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Fig. 3. 



5) Die Summe zweier Zehntbeile der Peripherie, ab und bc 
(Fig. 3) giebt einen Funftbeil ac, und Tolglich ist die Sehne ac 
die Seile des regelmSssigen Fünfecks. 

6) Ist aa^ ein Sechstbeil der Peripherie, ab^ ein Zehnlheil, 
so wird nach der Gleichung ^ — ^m^ ^ das Stück 0| b^ ein 
Fünfzehntheil sein. 

7) Man theilt irgend einen Bogen aß in zwei gleiche Theilc, 
indem man auf die Sehne 
aß vom Mittelpunkte ein 
Loth fallt und es bis y in 
der Peripherie verlängert. 
Diese Bemerkung lehrt, 
dass, wenn man die Kreis- .. 
Peripherie in irgend eine fir 
Anzahl n gleicher Theile 
getheilt hat, man jeden der- 
selben in zwei, vier, acht, ... 
gleiche Theile zerlegen 
kann; mit andern Worten: 
wenn man den Kreis in n 
gleiche Theile zu theilen 
weiss, so versteht man es auch für 2ii, An, 8n, ... allgemein 
Tür 2* . n gleiche Theile. Wir können demnach das Problem der 
Kreistheilung bereits als gelöst ansehen für jede Anzahl gleicher 
Theilo, welche in einer der Formeln 

2», .3.2*, 5 . 2«, 15 . 2* 

enthalten ist, worin 2* jede ganze Potenz von Zwei bedeutet. 

2. Diese aus der elementaren Geometrie jetzt allgemein be- 
kannten Betrachtungen erschöpfen alle Fälle, in welchen die 
Lösung der Aufgabe schon Euclid bekannt war. Es ist nun 
höchst merkwürdig, dass es erst nach zwei Jahrtausenden Gauss 
gelang, weiter darüber hinauszuschreiten, und die Art, wie es ge- 
schah, ist sehr geeignet, auf den Entwicklungsgang der mathe- 
matischen Wissenschaften ein helles Licht zu werfen. Bisweilen 
bleibt lange Zeit, trotz anhaltender Bemühungen, ein Problem 
ungelöst oder eine Frage unbeantwortet, welche in irgend einem 
Gebiete gestellt sind. Inzwischen schreitet die Wissenschaft in 
anderen Richtungen unaufhaltsam fort, neue Discipllnen entstehen 

1* 
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und werden ausgebildet» welche ohne Zusammenhang scheinen 
mit jenem Probleme» bis plötzlich der Horizont sich erweitert, 
ein überraschender Zusammenhang zwischen scheinbar heterogenen 
Dingen erkannt wird und so die Frage in einem ganz anderen 
Gebiete» als in welchem sie urspränglich aufgeworfen war» ihre 
Beantwortung findet So ist es der Aufgabe der Kreistheilung 
auch ergangen. Ursprünglich eine Frage der reinen Geometrie» 
ist sie durch Gauss zu einer algebraischen geworden und in den 
innigsten Zusammenbang mit den Eigenschaften der ganzen Zahlen 
getreten. Dadurch wird es erklärlich, dass Gauss' betreffende 
Untersuchung einen Abschnitt*) seines berühmten» im Jahre 1801 
erschienenen Werkes »»Disquisitiones arithmeticae". bildet» welches» 
wie der Titel besagt» rein arithmetischen Untersuchungen gewid- 
met ist. Um diesen Zusammenhang Terstandlich machen zu können» 
ist es zunächst noth wendig zu zeigen» wie die geometrische Auf- 
gabe der Kreistlieiiung in eine alg^raische verwandelt werden 
kann. 

Angenommen» die Kreisperipherie sei durch die Punkte 
a^, a^, a»^, . . . a^ in n gleiche Theile getheilt» eine Anzahl» 
welche wir nach dem zuvor über die Zwxitheilung eines Winkels 
Gesagten jetzt und in allem Folgenden als ungerade voraussetzen 
können, so ist leicht zu sehen» dass» wenn man a^ mit a^ ver- 
bindet und diese Linie wiederholt in den Kreis einträgt, man all- 
mählich zu allen Theilpunkten gelangen wird; denn zunächst trifft 
man auf die Punkte ^5» a,, ... an mit ungeradem, sodann auf 
die Punkle a^, a^, ... a„^i mit geradem Index, bis man endlich 
zum Punkte a^ zurückkehrt. Kann man daher die Länge a^ a^ 
finden, so hat man damit die Theilung des Kreises in n gleiche 
Theile geleistet. Wenn wir uns nun der trigonometrischen 

Funclionszeichen bedienen» so ist a^a^^ nichts Anderes als 2 12. sin — » 

wenn R den Radius des Kreises und, wie gewöhnlich, 27t die 
ganze Peripherie eines Kreises mit dem Radius Eins bezeichnet. 
Unsere geometrische Aufgabe ist hierdurch darauf 

reducirt, den Werth von sin — zu ermitteln, wofür man 

n 

auch irgend eine andere trigonometrische Function 



*) Gauss disquisitiones arithmeticae, sectio VII, in seinen maihem 
Werken Bd. L pag. 412. 
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desselben Bogens, z. B. cos ~, t£ ~ suchen kann» da 

man aus den Wertben dieser Grössen jenen Werth mittels der 
bekannten Formeln: 

* 2« 



yiz 



8111 — tssj/i — cos^ — , Sin — = 



erbält. 

3. Als besonders einfach aber eknpfiehlt es sich, nicht die 

trigonometrischen Functionen sin — , cos — selber, sondern die 

folgende Combination derselben: cos (- f . sin — , in welcher 

I s=s y — 1 ist, zu suchen. Findet man den Werth dieses Aus- 
druckes gleich a -]' bi, so hat man unmittelbar auch cos — s» a, 

sin — SB 6, also die Ereistheilungsaufgabe. gelöst. Für irgend 

einen Bogen a aber ist nach der Hoivre'schen Formel 
(cos cf + « sin c^)* = cos na -f- 1 sin « «, 



aus welcher sich für « = " 



n 



(2« , . . 2«\« . 

COS h I sm — I =1 



crgiebt. Der gesuchte Ausdruck cos — + * sin — ist daher eine 

Wurzel der Gleichung: 

(1) ar" = 1. 

Auf solche Weise wird die Kreistheilungsaufgabe 
durch die algebraische Aufgabe ersetzt: diese ein- 
fachste Gleichung n^"^ Grades aufzulösen d. i. ihre 
Wurzeln zu bestimmen. 

Es ist leicht, sdmmtliche Wurzeln der Gleichung (1) durch 

23r 

trigonometrische Functionen der Vielfachen von — auszudrucken. 

Da sie nämlich im Aligemeinen complexe Werthe, also die Form 
r(cos a -{- <*sii^ <y) haben i^-erden, worin r positiv und a als ein 
Bogen unterhalb 2n angenommen werden darf, so muss 

r»(cos ncc + i sin na) a» 1 
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sein. Daraus folgt r »= 1, cos »a »: 1, sin ita «» 0, folglich Ist 
na irgend ein Vielfaches von der ganzen Peripherie 2it, etwa 

2xjr, woraus a = — ; alle Wurzeln der Gleichung a;* «= 1 wer- 

n 

den also die Form 

X) COS + » • sin 

hahen, in welcher x jede der ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, ... n — 1 
seil) kann, ohne dass a die Grenze 2it überschreitet. 

Alle diese n Werthe sind aber auch in der That Wurzeln 
jener Gleichung, denn es ist: 

L I sin - - ) == cos 2x« + t sin 2xjr «== 1. 



(cos 



» / 



Die Gleichung x""»! hat hiernach n Wurzeln, welche 
durch den Ausdruck (x) gegeben werden. Diese Wur- 
zeln sind säniintlich von einander verschieden; denn, 
wären zwei von ihnen gleich, etwa 

COS h I sin - = cos f- i sin , 

so wurde daraus cos ■= cos , sin = sin folgen, 

und die Dißerenz -^^ " musste ein Vielfaches von 2jr, oder 

H 

n — K ein Vielfaches von n sein. Da aber x, x' zwei verschiedene 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... n— 1 bezeichnen, deren grössere 
X sein mag, so kann auch ihre Differenz nur eine dieser Zahlen 
und, da sie von Null verschieden, kein Vielfaches von n sein. 

4. Wollte man statt des Ausdruckes cos {- i sin ^^ eine 

n * n 

andere trigonometrische Function z. B. cos — den weiteren Be- 
trachtungen zu Grunde legen, so wurde man zu einer ungleich 
complicirteren . Gleichung gelangen, als die Gleichung (1) es ist. 
Da wir in der Folge darauf zurückzukommen haben, wollen wir 

2s 

diejenige Gleichung, durch welche cos — bestimmt wird, hier 

entwickeln. Dazu bemerken wir, dass eine Wurzel der Gleichung (1) 
der Einheit gleich ist, nämlich derjenige Werth des Ausdruckes (x), 
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welcher x = entspricht. Die übrigen Werthe ^nd demnach die 
Wurzeln der Gleichung 

X — 1 

oder 

(2) A^-i + .u*~^ -{. . . . 4- X + 1 =. 0. 

Die ieUlere ist eine redproke Gleichung; setzt man daher n — 1, 

was gerade sein soll, gleich 2m, und x -{- - = y , so nimmt sie 

leicht roigemle Gestalt an: 

{^) y* + y— ' - {«• — i)jr-* - (« — 2)»--» 

_j_(._«'-_,)^ (-_-.) (.-,4) ^_,.__^ 

Ist nun X = cos ^ t sin eine Wurzel der Gleichung (2;, 

so findet man, da 

COS f- I sin — - i( cös f am - 1 



ist. 



= cos' + Sin' = 1 



1 Sms . . 2xw 
— = COS 1 Sin , 



also ist 

eine Wonel der detcbung (3), und man erhält alle Wurzeln der 
tetzteren, aher, nie leicht zu sehen ist, jede zweimal, wenn man 
X alle seine Werthe 1,2.3,... » — 1 durchlaufen lisst. Denn 
je zwei Werthen von x, wdche rieh zu n ergänzen, entsprieht 
derselbe Werth Ton y, da 



cos — — «K cos 



^2«-- j = eos-- 



ist Hieraus Tolgt, dass die Cleichong (3) die m Werthe des Aus« 
drucks 

2 cos 

zu Wurzeln hat, weiche den Wertben « >» 1, 2» 3, . . . m ent- 
sprechen. 
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Setzt man endlich y «=» 2 z in (3) und dividii*t durch 2"*, so 
entsteht die Gleichung; 

(4) z- + i z«-i — |(m — 1) z— * ^ |,(m — 2) 2-~» 
Diese hat die m Werthe des Ausdrucks cos ^- für xs=l,2, 3, ... m 

n 

ZU Wurzeln, unter welchen sich auch cos — befindet, und träte 

daher an die Stelle der Gleichung (1), wenn wir uns vornähmen, 

COS — und nicht cos 1- 1 sin — zu bestimmen. Wir legen 

jedoch die ungleich einfachere Gleichung (1) unsern weitern Be- 
trachtungen zu Grunde. 



Zweite Vorlesung. 
Ein arithmetischer Hilfesatz. 

1. Um nicht den Gang der nächsten Betrachtungen sogleich 
unterbrechen zu müssen, wollen wir hier den Beweis eines arith- 
metischen Satzes einschalten, den wir dabei werden anzuwenden 
haben. 

Es sei n Irgend eine positive ganze Zahl und p, p\ p, • . . 
die verschiedenen Primfactoren, aus welchen sie zusammengesetzt 
ist. Aus dieser Zahl wollen wir folgende Reihen von Zahlen ab- 
leiten, denen wir successive die Ziffern (0), (1), (II), ... zur Be- 
zeichnung beilegen wollen: 

(0) n 

(i) 

Ol) 

(III) 

u. 8. w. , bis wir in der letzten Reilie nur die eine Zaiil erhalten, 
weiciie aus n durch Division mit allen verschiedenen darin ent- 
haltenen Primfactoren entsteht. Die Divisoren all' dieser Zahlen, 
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816 selbst und die Einheit immer mit eingerechnet, sind offenbar 
keine andere Zahlen, als die in n selbst enthaltenen Divisoren. 
Aus ihnen sollen nun zwei Gruppen A und B gebildet werden, 
indem in die Gruppe A alle Divisoren der Zahlen mit gerader 
Ziffer, in die Gruppe B alle Divisoren der Zahlen mit ungerader 
Ziffer aufgenommen werden sollen. Der besagte Satz sagt dann 
aus: 

Jeder Divisor von n findet sich gleich oft in jeder 
der Gruppen^ und^, mit Ausnahme von n selbst, das 
nur einmal in der Gruppe A vorkommt 

Der letzte Theil des Satzes ist offenbar. Dm auch die Rich- 
tigkeit des erstem zu erkennen, bemerke man, dass jeder Divi- 
sor d von n wenigstens einige der Primfactoren von n weniger 
oft enthalten wird als n selbst; es sollen deshalb diejenigen der 
Zahlen p, p, p'\ . . . , welche in d weniger oft enthalten sind 
als in n, und deren Anzahl gleich % sei, durch 

bezeichnet werden. Dann ist offenbar, dass jede Zahl, welche 
aus n entsteht, wenn man es durch irgend welche Combination 
der Zahlen (x) dividirt, den Divisor d haben wird, da eine solche 
alle übrigen Primfactoren von n ebensooft, die Primfactoren der 
Reihe (x) aber mindestens so oft wie cf enthält; dagegen kann d 
nicht Divisor einer Zahl sein, welche aus n entsteht, wenn man 
es durch eine, auch andere Primfactoren enthaltende Combina- 
üon dividirt, da eine solche diese letztern weniger oft als d ent- 
halten wurde. Hieraus folgt, dass d einmal in der Reihe (0), 
xmal in der Reihe (I), in der Reihe (II) sooft, ak die Zahlen (x) 

zu Zweien combinirt werden können, nämlich -^ — ^ mal, in der 

Reihe (III) sooft, als sie sich zu Dreien combiniren lassen, also 

* , 17' ^ mal als Divisor enthalten sein wird, u. s. w. Dem- 

nach findet sich, wenn man 

fg = 1 + ^('^ -^> 4- x(x^l)(x^2)(x-^3) , 
m l ~ 1.2 ~ 1.2.3.4 ^ 

L I «(x-l)(«~2) , «(>-l)(ic~-2)(x:-8)(x- 4) , 

r~*"^ r72T3 ' 1.2.3.4.6 T-- 

setzt und die Reihen fortsetzt, bis sie abbrechen, d in der Gruppe A 
genau «mal, und 6 mal in der Gruppe B^ 
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Nun wird behauptet, dass a »= 6 sei. Üies folgt sofort, wenn 
man bemerkt, dass nacti dem binomischen Lehrsatze: 

_x(x~l)(x-2) 3 3 _ 

1.2.3 *^ ^ 

ist, woraus mit Rucksicht auf die Gleichungen (1) für ir=y=-l sich 

= a ~ 6 

crgiebt. — Somit ist der Satz vollständig bewiesen. 

2. Bedeutet nun wieder n jede beliebige gans»« Zähl und 
tf;(i}) eine irgendwie davon abhängige Grösse, sind 

1, c/, d\ rf", . . . w 

alle Tlieiler von n, die Einheit und diese Zahl miteingeschlossen, 
und ist endlich f{n) irgend eine andere von n abhängige Grösse, 
welche für jedes ganzzahlige n die Gleichung: 

(2) tj;(l) + ^{d) + ^{d') + ,.. + ^(n) = f(n) 

erföilt, so lägst sich mit Hilfe des vorigen Satzes sehr 
leicht auch umgekehrt die Function ^(n) durchZ-Punc- 
tionen ausdrücken. Es ist nämlich 



(3) 



t(..-m-:^<-;)+^/(A)-^.(,,V.)+-- 

Die Entwicklung ist soweit fortzusetzen, bis n durch alle in ihm 
enthaltenen verschiedenen Primfactoren dividirt wird, und den 
successiven Summenzeichen sind die Indices (I), (II), . . . hinzu- 
gefügt, um anzudeuten, dass das Argument der Function f in 
ihnen resp. alle Werlhe der obigen Reihen (I), (II), ... zu durch- 
laufen habe. 

Dass diese Gleichung richtig ist, erkennt man sofort mit Hilfe 
des vorigen Satzes, wenn man überall die Functionen /, ihrer 
Deßnitionsgleichung (2) gemäss, durch eine Summe von ^-Func- 
tionen ersetzt. Denn dadurch nimmt die Gleichung (3) folgende 
Gestalt an: 

in d:{l) d^) 

in welcher die Summenzeichen der Reihe nach die Bedeutung 
haben, dass d alle Divisoren von n, alle Divisoren der Zahlen (I), 
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alle Divisoren der Zahlen (II) u. s. w. (Inrchlaufen soll; man kann 
also einfacher schreiben: 



tw = ^*w-^- 



*(rf). 



wenn in der ersten Summe d alle Zahlen aus der Gruppe A, in 
der zi^eiten alle Zahlen aus der Gruppe B durchläuft. Da aber 
jede von n verschiedene Zahl ebensooft in der ersten, wie in der 
zweiten Gruppe vorkommt, heben sich die entsprechenden ^-Func- 
tionen in der Differenz beider Summen auf, und es bleibt von der 
ganzen fechten Seite der Gleichung nur das d^=^ n entsprechende 
Glied ^(n) der ersten Summe stehen, womit der Beweis der For- 
mel (3) geliefert ist. 

Wenn wir, um ein Beispiel zu gebrauchen, das uns bald 
wieder begegnen wird, statt der Gleichung (2) folgende specieile 
Gleichung nehmen: 

(4) ^(1) + t>;{ei) + ,^(cr) + . . . + ^{n) ^ «, 

so flndet man nach Formel (3) für Hf[n) folgenden Werth: 

was einfacher oflenbar auch so geschrieben werden kann: 

(5) ^(„) = „(i-l)(i_l.)(i_^)... 

Aus den Elementen der Zahlentheorie*) wird hier als bekannt 
vorausgesetzt, dass der die rechte Seite der Gleichung (5) bll* 
deude Werth die Function fp[n) ausdrückt, welche die Menge der 
Zahlen, die kleiner als n und ohne gemeinschaftlichen Tbeiler mit 
n sind, bestimmt. 

Die» durch die Gleichung (4) definirte, zahlen- 
theoretische Function if; ist also mit der eben bezeich- 
neten Function tp identisch. 



• • • 



*) S. z. B. Dirichlet'B Vorlesungen über Zahlentheorie, herausg. 
V. D cd ekln d. Vgl. zu dieser Vorlesung den §. 138 das. 
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Dritte Vorlesung. 

Von den Einlieitswarzeln und iliren einfBu^bsten Eigenscliaften. 

1. Wir fanden in der ersten Vorlesung, dass alle Wurzeln 
der Gleichung: 

(1) «• — 1 

durch die Formel cos [- t sin gegeben werden , wenn 

man x die Werthe 0, 1, 2, 3, « • . n — 1 durcblaufeu lässL Man 
bezeichnet diese Wurzeln als Einheits wurzeln oder, wo es 
darauf ankommt, den Grad der Gleichung (1) zu ber&c1(sichtigen, 
als n'^ Wurzeln der Einheit. 

Bezeichnen wir irgend eine derselben mit r, sodass r" «s i 
ist, so wird jede beliebige ganze Potenz von r auch eine Wurzel 
der Gleichung (1) sein, denn es ist: 

(r*)» = (r»)* «» 1. 

Die unendliche Potenzenreihe r, r^, r^, ... enthält demnach 
lauter Wurzeln der Gleichung (1) und unter ihnen mindestens eine, 
welche gleich Eins ist; denn, wenn keine kleinere Potenz von r 
der Einheit gleich wäre , so wäre es doch jedenfalls die Potenz r". 
Giebt es aber eine kleinere Potenz dieser Art, und ist r" die 
kleinste unter allen, so lässt sich leicht zeigen, dass ihr Exponent 
m ein Theiler von n sein muss. Gesetzt nämlich, es wäre nicht 
der Fall, so würden m und n einen gewissen grösslen gemein- 
schaftlichen Theiler d haben, welcher jedenfalls < m wäre. Dann 
kann man aber bekanntlich zwei positive oder negative ganze 
Zahlen p, q flnden so beschaflen, dass pm -^ qn i=: ö wird. Da 
nun gleichzeitig r~ = 1 und r* ss i ist, so ergeben sich auch, 
mögen p und q positiv oder negativ sein, die Gleichungen 

rP« =a 1, r«" = 1 und folglich r''~+«» = r<^ = 1, 

d. h. ifi wäre nicht der niedrigste Exponent, für welchen r^ gleich 
Eins wird, wie doch vorausgesetzt worden ist. 

Man nennt diesen kleinsten Exponenten m denEx- 
ponenten, zu welchem die Wurzel r gehört. So ergiebt 
sich folgender Satz: 

Jede ;i^ Einheitswurzel gehört zu einem Exponen- 
ten, welcher ein Theiler von n ist. 
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2. Sei jetzt d ein bestimmter Divisor von n und ^(d) die 
Anzaiil der n'^*^ Einheitsvrurzeln» welclie zum Theiler d als Expo- 
nent gehören» sodass ^(d) gleich Null zu setzen vrSre» wenn etwa 
keine Wurzel zu diesem Exponenten gehörte. Bemerkt man, dass 
nach dem eben Bewiesenen jede Wurzel der Gleichung (1) noth« 
wendig zu einem bestimmten Divisor von n gehört, dass also die 
Summe aller Zahlen ^(d), wenn man diese Summe auf alle Divi- 
soren von n bezieht» gleich der Anzahl aller n Wurzeln sein muss, 
so ergiebt sich» wenn 1» d» d^» • • « n alle Divisoren von n be- 
deuten, die Gleichung: 

^(1) + -^(d) + tW + • • • + "^W = «• 

Dies ist dieselbe Gleichung» welche in der vorigen Vorlesung mit 
(4) bezeichnet wurde» und folglich muss ^[n) = ip[n) sein» wenn» 
wie ebendaselbst deßnirt worden» q>(n) die Anzahl der Zahlen be- 
zeichnet, welche kleiner a^ n und relative Primzahlen zu n sind. 

Es giebt also soviel zum Exponenten n gehörige 
nf^ Einheitswurzeln» als unter den Zahlen < n relatire 
Primzahlen zu n. 

Da eine zum Exponenten n gehörige Wurzel der Gleichung 
o:" = 1 keiner ähnlichen Gleichung xc* b= l, wenn Ar < n ist» 
genügen kann» so nennt man sie eine primitiveWurzel jener 
Gleichung und hat also folgenden Satz: 

Die Gleichung o;'' «s 1 hat q>{n) primitive Wurzeln. 

3. Da dies Resultat gilt» welches auch der Grad n sei» so 
hat z. B. die Gleichung x^ '^l ip(d) primitive Wurzeln. Ist nun 
d ein Divisor von n» so ist jede primitive Wurzel g dieser Glei- 
chung eine solche n^^ Einheitswurzel», welche zum Exponenten d 



n 



gehört. Denn da ^^'a» 1 ist» so ist auch [q^)"^ =: ^" «s i, also 
q eine ?/"" Einheitswurzel; da aber schon g'^, jedoch» weil g eine 
primitive Wurzel ist» keine kleinere Potenz der Einheit gleich wird» 
gehört Q zum Exponenten d, — Da auch umgekehrt jede zum 
Exponenten d gehörige Wurzel der Gleichung o;'' »s 1 offenbar 
eine primitive Wurzel von Vr^e»! ist» da sie zwar dieser Gleichung» 
aber keiner ähnlichen von kleinerem Grade genügt, so stimmen 
die n'^ Einheitswurzeln» welche zum Exponenten d gehören» mit 
den primitiven Wurzeln der Gleichung x^ ^=^1 ubereinr und es 
gilt der Satz: 
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Es giebi ip{d) n^ Einheitswurzeln, welche zum Diti* 
sor d von n als Exponent gehören. Dieselben sind die 
primitiven Wurzeln der Gleichung ar'a»l. 

4. Bezeichnet r irgend eine primitive Wurzel der 
Gleichung (l), so können alle ihre Wurzeln durch die 
folgende Reihe von Potenzen dargestellt werden: 

(2) r, r', r*, . . . f*. 

In der That: erstens sind diese sümmtlich Wurzeln der 
Gleichung (1). Aber sie sind auch alle unter einander ver<;chieden ; 
waren nämlich r^ und r* euiander gleich, unter h und k zwei 
verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2, 3, ... n verstanden» von 
welchen h die grössere sei» so ergäbe sich r^^as i^ während 
h — Ar < n ist, gegen die Voraussetzung, nach welcher r eine 
primitive Wurzel der Gleichung (1) isL 

Unter den Wurzeln (2) gehören diejenigen zum 
Exponenten d^ deren Exponenten mit n den grössten 

gemeinschaftlichen Divisor ^=^-7 haben. Denn es sei r^ 

eine solche Potenz, der Art dass man h=^h'8y n = d6 setzen 
und dabei unter A' und d zwei relative Primzahlen verstehen kann. 
Ist fi der Exponent^ zu welchenr r^ gehört, so ist r^f* «« 1. Da 
aber r selber zum Exponenten n gehört und der Gleichung a*^/*s=l 
genügen soll, muss h(i nach dem Satze in Nr. 1 ein Vielfaclies 
von n oder A'u ein Vielfaches von d sein, und weil V zu d prim 
ist, niuss fi ein Vielfaches von d sein. Nun ist aber schon 

also ist der kleinste Werth von fi, für welchen r^'f* gleich Eins 
werden kann, der Werlh ^i = d. 

Zusatz: Unter den Wurzeln (2) sind diejenigen 
primitive Wurzeln, deren Exponenten relative Prim- 
zahlen zu n sind. Denn für diese ist d=s~rs=rl, also^fssn. 

(t 

5. Da nach der vorigen Nummer die Wurzeln der Gleichung 
(1) durch die Reihe (2) dargestellt werden können, so kann man 
mittels eines bekannten algebraischen Satzes den Ausdruck a^ — 1 
nach folgender Gleichung in lineare Factoren zerlegen: 

a:» — 1 == (a; • — r) {x — r') ... {x — r"). 
Denken wir uns auf der rechten Seite dieser Gleichung immer 
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diejenigen Facloren zu einem besonderen Producte zusammen- 
gefasst, in welchen die Wurzeln zu demselben Divisor d von n 
als Exponent gehören» und bezeichnen das dem Divisor d ent- 
sprechende Product mit Fd(x)^ so ist nach dem Salze in Nr. 3 
klar» dass die Gleichung F4{x) «» die primitiven Wurzeln der 
Gleichung x^ *=»! zu Wurzeln hat. Andererseits kann o;" — 1, 
was wir kurz mit fn{x) oder, wo es auf den Werth von x nicht 
ankommt» noch einfacher durch f(n) bezeichnen wollen, unter der 
Form des Products nFa[x) dargestellt werden, welches sich auf 
alle Divisoren d von n bezieht, was wir ausdrucken wollen, indem 
wir schreiben: 



fnix) = Y[f,[x), 



d'.H 

Da nun die Wurzeln der Gleichung (l) oder der Gleichung /'„(a:)=0 
mit den Wurzeln alter Gleichungen i^^(a:)=^0 zusammenfallen 
müssen, liefert diese Gleichung zunächst den Salz: 

Die Wurzeln der Gleichung (1) stimmen mit den 
primitiven Wurzeln aller Gleichungen x^^^=^\ uberein, 
welche man erhält, wenn für d successive alle Theiler 
von n gesetzt werden, diese Zahl und die Einheit mit 
eingeschlossen. 

Aus derselben Gleichung kann man aber auih den Ausdruck 
fur^,,(a:) beslimmen. Nimmt man nämlich von beiden Seilen die 
Logarithmen, so erhält man: 

log . f{n) = ^ log . Fa[x), 

eine Gleichung genau von der Art wie die Gleichung (2) der 
vorigen Vorlesung, denn die Summatlon erstreckt sich über alle 
Theiler d von n- Bezeichnen daher p^, p , p\ ... die verschie- 
denen in n enthaltenen Primfactoren, so erhält man sofort für 
log . Fn [x) folgenden Ausdruck : 

Iog.F«(.r)==log./'(«)-^log./-(j) + 2'"«-/^(^) 

oder, indem man von den Logarithmen zu den Grössen seilest 
zurückkehrt, 
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(3) FJx) == ^5==: <°[ .^ ^ . 

Die Ausdehoung der einzelnen Summen resp. Producte ist durch 
die Bestimmungen in Nr. 2 der vorigen Vorlesung gegeben. 

Nun ist Fn{x) eine ganze Function von x vom Grade q>{n\ 
denn die Gleichung 

(4) F^{pc) — 

enthilt als Wurzeln alle primitive n^ Einheitswurzeln. Es beben 
sich also die Nenner in dem Ausdrucke (3) durch Division heraus; 
bei der Divi^n können jedoch keine Brüche eingeführt werden» 
da die CoefDcienten der höchsten Potenzen von a: in den einzelnen 
Factoren, der Bedeutung des Zeichens f gemäss, sammtlich der 
Einheit gleich sind. 

Demnach ist Fm{x) eine ganze Function von x vom 
Grade ^(n) mit ganzzabligen CoCfficienten, deren hoch- 
ster gleich Eins Ist 

Nehmen wir spedell n als Primzahlpotenz an , n »r /i« , so 
wird die Gleichung für die primitiven Wurzeln: 

oder 

(5) «*^~^<i^«) + «i^^Cf-») + . , . + xi^^ + 1 «= 0. 

Wenn endlich it = p also a «= 1 ist, erhilt man für die 
Gleichung, welcher die primitiven p^ Wurzeln angehören, die 
folgende: 

(6) ?LrJ «« af-^ -f- a^^ 4. . . . + a: -j- 1 «= 0. 

Es sind demnach, wenn p eine Primzahl ist, alle Wurzeln der 
Gleichung a^ ^=«^1 mit Ausnahme der einzigen, welche der Ein- 
heit gleich ist, primitive Wurzehi derselben. Die Verbindung 
dieses Resultates mit dem ersten Satze in Nr. 4 ergiebt den fol- 
genden Satz: 

Bezeichnet r irgend eine Wurzel der Gleichung 
(6), so können alle ihre Wurzeln durch die Reihe von 
Potenzen: 
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(7) r, r^, f^y ... rP-^ 

dargestelh werden* 

6. Da man nach Nr. 4 sftmmtlicbe Wurzeln der Gleiehung 
(1), welches auch n sein mag, ehalten kann, wenn man eine 
primitive Wortel derselben liennt» so kommt dleAufgabe der 
Kreistheiluiig auf die Auffindung einer primitiven 
n^^** Einbeitswurzei zurQck. Wenn fi eine zusammengesetzte 
Zalii, etwa 

n — p« . p'«' . p''*" . . . 

ist, worin p^ p ^ p" t • • • verschiedene ungerade Primzahlen be- 
deuten , so ISsst sieh die neue Aufgabe noch weiter vereinfachen, 
denn es besteht der Satz: Sind ti, 9, w, .. .primitive Wur- 
zeln der Gleichungent 

resp«, so ist r «BS ti • 9 . nf . * . eine primitive Wurzel der 
Gleichung or*«» 1. 

In der That, weil n durch jede der Zahlen p^, p'^\ p"^\ ... 
theilbar ist, so ist jede der Potenzen u^^t^^n^^ ... folglich auch 
r" gleich Eins, jedenfalls also r eine Wurzel der Gleichung a:"a=l. 
Gehörte diese Wurzel nun nicht zum Exponenten n, sondern zu 
einem Divisor d von it, so würde in diesem wenigstens eine der 
Primzahlen p, p\ p\ , . . weniger oft als In n enthalten sein, 
z. B. die Primzahl p nur ß mal , wfibrend ß < a. Da alsdann 
pfi . p'^* . p^*^* . . • jedenfalls durch d theilbar ist, so ergiebt sich 
aus der vorausgesetzten Gleichung r' «=» l die andere : 

welche sich zunSchst auf die folgende: 

reducirt; daraus und in Verbindung mit der Gleichung u'^ «= 1 
folgt aber, wenn man, was möglich ist*), zwei ganze Zahlen ccy y 
der Gleichung 

« . p* + y . pßp'**'p'*^" . . . = p^ 

gemäss bestimmt^ die nachstehende Gleichung: 



*) Denn die Zahlen p" und jfi . p^ p'^" • . . haben den gröBsten ge- 
meinsamen Theiler p^. 

Baormaxh, Lthrt d. lEreltth. 2 
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Vielehe unmöglich \&i, da u zum Exponenten p* gehören sollte. 

Nach diesem Salze kommt die Theiinng der Kreis- 
peripherie In eine Anzahl n gleicher Theile in dem 
Falle^ wo n eine beliebig zusammengesetzte Zahl ist, 
oTfenbar auf den Fall zurOck, wo die Zahl n eine Po- 
tenz einer ungeraden Primzahl,« n «b/»', ist. 

In dem einfachsten Falle, in welchem de« Kreis in p gleiche 
Theile gelheilt werden soll, wird die Aufgabe als gelöst anzusehen 
sein, wenn man eine primitive Wurzel der Gleichung o:^ «= 1 
d. 1. irgend eine Wurzel r der Gleichung (6) gefunden hat. Im 
Folgenden soll dieser Fall fast ausschliesslich behandelt werden, 
hauptsächlich' der Einfachheit wegen, zudem aber auch, weil der 
allgemeinere, wo »esp« ist, zu keinen wesentlich neuen Be- 
trachtungen Anlass glebt^). Nur ausnahmsweise werden wir auf 
den allgemeinen Fall wieder zurückkommen. Die Gleichung (6) 
soll hinfort als Kreistheiluogsgleichung bezeichnet werden. 

7. Zum Schfuss dieser Vorlesung mögen einige einfache Be- 
merkungen Platz finden, welche sich noch auf den Fall einer be- 
liebigen ganzen Zahl n beziehen. 

1} Da jede positive ganze Zahl m gleich an -{' b gesetzt 
werden kann, wo b positiv und kleiner als n ist, so ergiebt sich 

d.h. der Exponent einer Potenz von r kann stets durch 
seinen kleinsten positiven Rest (mod. n) ersetzt wer- 
den. Hieraus folgt unmittelbar 

f*"* ^— *•"* 

wenn 

m ^ m (mod. «) 

ist, und umgekehrt. Man kann r auch mit negativem Exponenten, 
r"**, nehmen, wenn man darunter die Potenz r* versteht, deren 
Exponent b der kleinste positive Rest von — m (mod. n) ist. Dies 
wird in der Folge vielfach benutzt werden. 

2) Nach Nr. 4 giebt jede primitive n^^ Einheitsvtiirzel r durch 
ihre n ersten Potenzen alle übrigen Einheitswurzeln desselben 
Grades. Bezeichnet ferner x irgend eine zu n relativ prime Zahl, 



*) Vgl. Gauss disqa. arithm. art. 336. 
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so ist (nach dem Zusätze ebendas.) r* elienfalis eine primitive 
Wuirzel. Daher ergiebt die Reihe von Potenzen: 

r*, r«*, r^, . . , r(»->>«, r*« 

wieder alle it'^ Einheitswurzeln, stimmt also» von der Reihenfolge 
abgesehen, mit der andern Reihe: 

r, r', r*, ... r*"*, r* 

völlig fiberein. Hierbei sind die letzten Glieder beider Reihen 
einander gleich» da sie den Werth Eins haben. Dies Resultat 
lässt sich demnach folgendermassen aussprechen: 

Wenn x eine zu n relativ prime Zahl bedeutet, so 
ist die Substitution von r* statt r in der Reihe 

mit einer gewissen Permutation dieser Grössen gleich- 
bedeutend. 

3) Da hiernach die Summen: 

r» 4- r«« -f r»« + . . . + r«« 

einander gleich» nämlif^.h gleich der Summe aller Wurzeln der 
Gleichung (1) sind» sobald x eine zu n relativ prime Zahl be- 
deutet» so ergeben sie sich nach bekanntem Satze der Algebra 
gleich dem negativen CoSfficienten der Potenz a;"~^ in der Glei- 
chung (1) d, h. gleich Null, und man flndet» mit Röcksicht darauf» 
dass r" = r**» = 1 ist, folgende Reziehung: 

(8) 1 + r« + r» . . . + i^'^i)* = 0. 

Diese Gleichung folgt auch» sogar in>f)och grösserer Allgemeinheit 
aus der folgenden: 

1 + r* + r2^ + . • . + r<«~»>'^ = -^^=-i, 

r — 1 

welche lelirt» dass die Gleichung (8) allgemeiner für 
jeden Werth von x erfüllt ist» welcher durch n nicht 
theilbar ist» denn für jeden solchen Werth von x wird der 
Zähler des Bruches gleich Null» während der Nenner von Null 
verschieden ist» sobald r als primitive n^^ Einheitswurzel voraus- 
gesetzt wird. 



2* 
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Vierte Vorlesung. 

Hilte&tse ikber Congmenien. — Die primittven Wnnteln 

(inod. p). 

1. Die Methode» welche wir im Folgenden zur Aoflösong 

^ j 

der Kreisiheilungsgleicbung d. i. der Gleichung «» aas- 

einanderzusetzen haben, ruht wesentlich auf zwei verschiedenen 
Grundlagen, die jedoch Beide ein- und demsdben weiteren Ge- 
biete der Arithmetik, der Leitfe von den höheren Congruenzen, 
angehören. Dies sind einerseits die Eigenschaften der sogenannten 
primitiven Wurzeln vom Modulus p, andererseits die Irreductibi- 
litit der Kreistheilungsgleicbung. Ehe wir zu ihrer speciellen 
Betrachtung öbergehen können , müssen hier einige einfache Fun- 
damentalsätze jener Theorie, deren wir bedörfen werden, be- 
wiesen werden. 

Wir beginnen mit einer Definition, welche den elementaren 
Begriff der Gongruenzen erweitert: 

Zwei ganze Functionen von x: 

mit ganzzahligen Coöfficienten sollen (mod. p) con^ 
gruent heissen, in Zeichen: 

f[x) = tp[x) (mod. p), 

wenn die Coöfflci^nten gleich hoher Potenzen (mod. p) 
einander cong|ruent sind, wenn also für jeden Index t 
die Congruenz ai = fr| (mod. p) besteht. 

Man kann die Functionen von demselben Grade annehmen, 
indem man im entgegengesetzten Falle die fehlenden Potenzen 
mit dem CoeCQcienten Null hinzufügt. 

Hiernach wird eine Function f(x) congruent Null heissen 
(mod. p), wenn jeder ihrer Coetficienten durch p theilbar ist* 

Ist p eine Primzahl, so besteht folgender Satz*}: Das Pro- 
duct zweier ganzer und ganzzabliger Functionen f(x) 



*) Vgl. hierzu Ei8en8tdin*8 Abhandlung in Crelle's Journal 
Bd. 39, pag. 167 und 168. 
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und q>(x) kann nur dann congruent Null sein (mod. p), 
wenn es einer der Factoren ist. 

Denn» nehmen wir das Gegenüieii an, so muss in jeder der 
Functionen f{x) und ip{x) mindestens ein CogilQcieot durcti p niclit 
tbeilbar sein. Sei, vom letzten an gerechnet, a„^i der erste nicht 
durch p tbeiibare Coefflcient in f(x)^ b^^k der erste in q>(x), 
sodass alle CoöfDcienten mit grösserem Index durch p tbeilbar 
sind. Dann ist leicht zu sehen, dass der Co^fficient von a?'^ im 
entwickelten Producte f[x) . ^{x) gleich 

d. h« gleich 0»^^. bn^k plus einer Reihe von Gliedern ist, welche 
nach der Voraussetzung durch p tbeilbar sind, er ist also con- 
gruent a«^r. b,^^ (mod. p). Dieses Product kann aber, wenn p 
eine Primzahl ist, nicht durch p tbeilbar sein, da es keiner der 
Factoren ist, und folglich können auch In dem Producte /*(dr) • fp{x) 
nicht alle Goöfncienten durch p tbeilbar sein, wie es doch sein 
soll; also ist unsere Annahme unzulässig. 

2. Auf diesem Satze beruht ein anderer sehr wichtiger SaU, 
welchen zuerst Gauss in den Disquis. arithm. Nr. 42 liewiesen 
liat. Denselben sprechen wir folgendermassen aus: 

Wenn eine ganze Function 

mit ganzzabligen Coöfficienten, deren höchster gleich 
Eins ist, nicht in das Product zweier ganzer Func- 
tlonen: 

(p\X) «"B ä"* -j- öjÄ*""" -j- • . . -^- (tti^^iX -f- Um 
^[x) =a Or* + 6| X^^ + . . . + ^«—lÄ? + bn 

mit ganzzabligen Coöfficienten zerlegbar ist, so ist 
sie es auch nicht in das Product von zwei solchen 
ganzen Functionen mit rationalen Coöfficienten. — 
In der That, wäre solciie Zerlegung möglich, also 

f{x) — q,{x) . -^(ar), 

so bringe man die Coöfficienten in ^(x) auf ihren Generahienner 
a, diejenigen von tf;(a?) auf ihren Generalnenner ß und mtiltipli- 

clre mit denselben die Gleichung; setzt man allgemein ai^=s^, 
bi BS J und aß mszC, so entsteht die Gleichung; 
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C'.fix) -9' («).♦' (;r) 
worin die Functionen: 

ganzzahlige CoSfOcienten haben. Nach dem vorigen Satze muss 
nun jede in C aufgehende Primzalil p alle CMflicieiiten entweder 
von q>'(a:) oder von ^'{x) theilen, kann also fortgehoben werden, 
und darauf entsteht eine nene Gleichung von der Form: 

worin q>"{x), i/'{x) ganze Functionen mit ganzzahligen Coefficien- 
ten sind, deren hdchsle gleich Eins sein müssen, da ihr Product 
dem höchsten Co^fBcienten von f{x), also der Einheit gleich ist. 
Eine solche Zerlegung von f(x) widerstreitet aber del^ Voraus- 
setzung. 

3. Sei ferner 

f{x) = o:*» + a^af^-^ + • • • + ««^1« + «« -= 

eine Gleichung mit ganzzahligen CoefGcienten und den Wurzeln 
cTi, «2' * • ' ^«' ^^^ P ^^"^ ungerade Primzahl, ^ic fortan über- 
haupt angenommen werden soll. Für spätere Untersuchungen ist 
es wichtig, diejenige Gleichung zu betrachten, deren Wurzeln die 
//*"* Potenzen von den Wurzeln der gegebeneu sind. Um zunächst 
diese Gleichung zu bilden, bemerke man, dass, wenn z einen 
beliebigen Werth bedeutet, die Gleichung 

nach einem bekannten Satze der Algebra die Wurzeln 

za^f z«2i • • • 2a« 
besitzt. Setzt man demnach successive z den Potenzen r,r^,,,.rP-^ 
gleich, während r eine primitive j/^ Einheitswurzel bedeutet, so 
werden die folgenden Gleichungen: 

af^ 4" ^x^"^ 4" • • • H" Ä»-i^ + fl« = 
Ä« + «1 r^xf^^ + •••.+ ^m^xr^^'^"'^^ X + ö«r«- — \[R) 

resp. die Wurzeln haben: 
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«f2> 


«^3» 
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• 


a« 


r<r,, 


rofj, 


rflfj. 


V 
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rff« 


• • » 


• • • 




• 


• 
• 


• 


• • • 



(r) 

W-'of,, r''-»ofj, rP-»«f3, . . . »*-»«„. 

Das Product <p{x) = dieser Gleichungen enthält demnach das 
ganze System (r) von Wurzeln. Aus der Gleichung: 

(x — i){x — r) {x — r^ ... (« — rP-^) = xP --- 1, 

welche aus der ersten Gleichung in Nr. 5 der vorigen Vorlesung 
hervorgeht, wenn p für n und für rP sein Werth 1 gesetzt wird, 

folgt aber, indem x durch - ersetzt und mit aP multiplicirt wird, 

[x — a) [x — ra) {x — r^a) ... [x — rP-'^cc) = xP — aP, 
Daher ist offenbar g){x) nichts Anderes als das Product: 

{xP — a^P) {xP — aJP) . . . (xP — a„,IP) , 

und folglich erhält man aus der Gleichung g)(a:) = die gesuchte, 
indem man einfach xP durch x ersetzt, denn so geht dieselbe in 
die folgende über: 

(x — a^P) {x — a/) ... [x ~ a„,P) = 0, 

welche die p^*" Potenzen der Wurzeln der gegebenen Gleichung 
zu Wurzeln hat. Wir bezeichnen diese Gleichung in entwickelter 
Gestalt durch: 

F{x) = o;"» + ftj«"*-! + . . . + b^^ix + 6;« = 0. 

4. Diese Gleichung steht nun mit der gegebenen in einer 
merkwürdigen Congruenzbeziehung (mod. p), welche wir ableiten 
müssen. — Nach der zweiten Bemerkung in Nr. 7 der vorigen 
Vorlesung ist die Substitution von r" an Stelle von r in der Reihe 
r, r^, r', ... rP"^, wenn x nicht durch p Iheilbar ist, gleich- 
bedeutend mit einer gewissen IVrmutnlion dieser Grössen. Dies 
vorausgeschickt, bemerken wir, dass das Product (p{x) offenbar 
symmetrisch ist in Beziehung auf die letzteren, also ungeändert 
bleibt, wie man dieselben auch unter einander permutirt z. B. bei 
jeder Substitution einer Potenz r* an Stelle von r. Denkt man 
sich andererseits das Product (p{x) entwickelt und nach Potenzen 
von r geordnet und beachtet, dass jede Potenz r^, bei welcher 
m > p ist, nach der ersten Bemerkung a. a. 0. durch eine an- 
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dere ersetzt werdeo kann» bei welcher der Eiponent kleiner als 
p ist, so nimmt das entwickelte Product q>(x) die Gestalt an: 

in welcher die Coöfflcienten | ganze und ganzzahlige Functionen 
von X sein müssen. Da, wie bemerkt, dieses Product bei jeder 
Substitution von r* anstatt r, bei welcher k durch p nicht 
theilbar ist, unverändert bleibt, ergeben sich, wenn successive 
X «s 2, 3, ... p — 1 gesetzt wird, Hu* ^{x) noch folgende Aus- 
drucke: 

welche, zu jenem ersten addirt, die Gleichung liefern: 

(p - 1) 9> (or) ~ (/> - 1) £o + li ('• + r« + . . . + n-i) 

oder, da die Factoren von £]> I2» * * * ^f-^ ^^^^ ^^^ Gleichung (8) 
der vorigen Vorlesung den gemeinsamen Werth — 1 haben, 

(p - 1) 9> W - P lo - (60 + li + «2 + - • . + ^i). 

Die in Klammern stehende Grösse ergiebt sich aber aus fp{x), 
indem man r gleich Eins setzt, wodurch alle Factoren von g>{x) 
gleich Y(a:) werden, sie ist also gleich f{xy^, Fasst man ausser- 
dem die vorstehende Gleichung als eine Congruenz (mod. p) auf, 
so zeigt sich, dass 

(1) q>{x) = f{x)P (mod. p) 

ist. 

5. Hier mag eine Bemerkung eingeschaltet werden, von 
weicher im Folgenden ein ausgedehnter Gebrauch gemacht werden 
wird. Ist 

F{x) -« J^x^ + J^af^^ + . . • 4- A^tx + J^ 

eine ganze Function von o: mit ganzzahligen Coeffi- 
cienten, und p eine (ungerade) Primzahl, so lehrt der 
polynomische Satz, dass die Entwicklung der p'^" Potenz 
voni^(ar) ausser den p^'** Potenzen der einzelnen Glieder 
nur solche Glieder enthält, deren Codfficienten durch 
p theilbar sind. In derThat, alle, von den p^* Potenzen der 
einzelnen Glieder verschiedenen Glieder der Entwicklung haben 



1 
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die sogenannten PolynomialcoSfDcienten zu Factoren; diese sind 
natürlich ganze Zahlen und haben die allgemeine Form: 

worin x, x^ . « . x<"> m -f- 1 podtlfe ganze Zahlen sind, deren 
Summe gleich p. Jeder Ausdruclc dieser Art aber ist durch p 
theiibar, da alle im Nenner enthaltenen Zahlen kleiner als die 
Primzahl p sind, diese also bei der Division als Factor l)estehen 
bleibt. Man darf daher setzen: 

(2) F{xf^jQ^af'P+A^Pa^'^-^)v^...^j^^Pa:PJ^jji'^p,F^{x), 

wo F^{x) eine gewisse ganze Funcüon von x mit ganzzahligen 
CoöfQcienten bezeichnet» oder, wenn wir die Definition einander 
(mod.|i) congruenter Functionen benutzen, 

(3) F(x^EEJoPaf'P+A^Pafi^^^f+...+A^iPxP+Jm^ (rood.p). 

Rehren wir jetzt zur Congruenz (1) wieder zurück , so können 
wir ihr folgende Gestalt geben: 

g>[x) = af^P + a^P . cc^'^^^p + . . . + Omr^iPxP + aJP (mod. p) 

oder endlich, indem man in dieser, für jedes x bestehenden 
Congruenz xp durch x ersetzen darf, wodurch dann ^(^r) in 
F(x) übergeht: 

(4) Ä* 4" *i ^"^ + . . . + bm^ix + 6«, ^ «^ + aj^af^^ 

+ . . . + a,^x^x + ajf. 

6. Ehe wir dieses Resultat In seiner wahren Bedeutung er- 
kennen können, müssen wir einen wichtigen speciellen Fall des- 
selben vorausschicken. Reducirt sich nimlich die Gleichung f{x)^^ 
auf die folgende: 

(« — 1)*»= a:« — m«-^i + **^^^^^^ «»~« + ... — 0, 

so wird F(x) von f(x) nicht verschieden sein, da jede Wurzel 
der vorigen Gleichung ebenso wie ihre p^ Potenz der Einheit 
gleich ist. In diesem Falle nimmt also die allgemeine Congruenz 

(4) die besondere Form an: 

a^ — maf^^ -|- . . . := ar" — m' . a?*~* + • • • (n*öd« p)» 

woraus sich durch Vergleichung der CoefBcienten von af^^ die 
wichtige Congruenz ergiebt: 

(5) m^ SL m (mod. p). 
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Jede Zahl ist also ihrer j^^ Potenz (mod. p) congruent, 
ivenn p eine (ungerade) Primzalil ist 

Wenn m niclit durch p theiibar ist» icann man die vorige 
Congnienz bekanntlich durch den gemeinsamen Factor m beider 
Seiten tbeilen und erhält dann: 

m«^^ = 1 (mod, p) 

d. h. den berühmten Fermat^schen Satz: die (p — 1)^ Po- 
tenz jeder durch p nicht theilbaren Zahl giebt, durch 
p getheilt, den Rest Eins, wenn p eine (ungerade) 
Primzahl*) ist. 

Mit Rücksicht auf die Congruenz (5) können wir die Rela- 
tionen (2) und (3) auch folgendermassen schreiben: 

wenn f{x) eine gewisse ganze Function von x mit ganzzahligen 
Coefficienten bedeutet, oder kürzer: 

(6) nx)P^F{^)'\'p,f{x) 
oder als Congruenz: 

(7) F[xf ^ F{xP) (mod. p). 

Wendet man endlich das in (5) erhaltene Resultat auf die 
Congruenz (4) am Schlüsse der vorigen Nr. an , so ergiebt sich 
der interessante Satz: Die ganze Function, welche die p^""* 
Potenzen von denWurzeln einer andern ganzen Func- 
tion zu Wurzeln hat, ist, wenn p eine ungerade Prim- 
zahl bedeutet, dieser ganzen Function (mod. p) con- 
gruent**). 

7. Wenn in einer Function f{x) die ganzzahligen Coefficien- 
ten nicht sämmtlich durch p theiibar sind, so besteht die Con- 
gruenz f(x) ^0 (mod. p) nicht mehr identisch, es entsteht viel- 
mehr die Aufgabe, diejenigen ganzzahligen Werthe von x zu finden, 
welche ihr Genüge leisten. Jeder Werlh von x dieser Art heisst 
eine Wurzel der Congruenz. Wenn x^^a eine solche ist, so 
wird jeder Werth von x, welcher dem a congruent ist (mod. p), 
offenbar auch eine Wurzel sein ; alle diese unendlich vielen Wur- 



*) Offenbar gilt der Satz auch für p » 2, jedoch bedürfen wir im 
Folgenden dieses Falles nicht, 

**) Vergl. hiezu: in Grelle*« J. Bd. 31 8 oho ene mann, Grondziigo 
einer aligemeinen Theorie der höheren Oongruenzen, §. 13. 



— 27 — 

zeln sieht man aber als eine einzige Gongruenzwurzel an, indem 
man sagt, die Congruenz liabe die Wurzel jp = a (mod. p). 

Ist f(x) ^ (p {x) (mod. p), so haben die beiden Congruenzen 
f{x)^0 und 9(a;)=E0 (mod. p) dieselben Wurzeln, da jeder 
Werth von x, welcher die eine Function durch p theilbar macht, 
auch die andere durch p theilbar machen muss. 

Es ist ein Hauptsatz, dass die Anzahl incongruen- 
ter Wurzeln einer Congruenz nicht grösser als ihr 
Grad sein kann. Dabei versteht man unter Grad der Con- 
gruenz den Exponenten derjenigen höchsten Potenz von x, deren 
Goefflcient durch p nicht theilbar ist. Ist nun 

f{x) s= a^o:" 4" «1 ^*^**~^ + ••••+• ^m-i^ + «« = (mod. p) 
die gegebene Congruenz, m ihr Grad, also a^ nicht theilbar durch 
p, so kann man stets a^^^l voraussetzen; denn im entgegen- 
gesetzten Falle lässt sich betj^anntlicfa eine, durch p nicht theil» 
bare, ganze Zahl a^ finden von der Art, dass OqCCq^:! (mod.p) 
ist, und da die Wurzeln der Congruenz dieselben bleiben müssen, 
wenn man diese mit der constanten Zahl a^ multiplicirt, so führt 
man dadurch die Congruenz in eine andere äquivalente über, in 
welcher der Coefficierit der höchsten Potenz gleich Eins ist. Neh- 
men wir also von vornherein Aq «a i an. 

Um nun den Satz zu beweisen, setzen wir ihn. für* jede 
Function bis zum {m — 1]^^" Grade als bewiesen voraus, und zeigen 
sodann seine Richtigkeit auch ffir die Functionen des m^*^* Grades ; 
so wird seine allgemeine Gültigkeit erhellen, da jede Congruenz 
ersten Grades, vvelche nach dem eben Gesagten die Form x~f-ai^O 
(mod. p) annimmt, nur eine Wurzel x^ — a^ (mod. p) haben 
kann. Hat aber die Congruenz: 

x^ + «1 xf^^ -{-... + Om^ix -f- ««• = (mod. p) 

mindestens m incongruente Wurzeln, so seien diese otj, ir^* ••• ^m^ 
mau hat dann algebraisch: 

af'+a^ ar«^^ + • • • + «^-i ^+<*'» = {x—»ij[x—u^...[x--tLn)-\'fp(x\ 
worin <p(x) eine gewisse ganze Function von x, höchstens vom 
Grade m — 1 ist, mit ganzzahligen Coöfficienten, welche, wie 
leicht zu zeigen, durch p theilbar sind; denn, da sowohl die 
linke Seite der Gleichung, als auch das Product auf der rechten 
für die m incongrueuten Werthe <y, , «2* • • « ^m von x durch p 
theilbar wird, muss dasselbe von tp[x) gelten, d. h. die Congruenz 
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v{cc) hO (mo<L p), 

welche höchstens vom Grade m — 1 bi, hat mehr Wiirzelo, ab 
ihr Grad betrSgl, was wegen der, bb zum Grade m — 1 Voraus- 
gesetzten Richtigkeit des Satzes nur geschehen kann, wenn sie 
identiscb Statt findet. Die obige GIdchung iSsst sich hiernach ab 
Gongroenz schreiben, wie folgt: 

«"-j-ai«**-^ -j- ... -j- a«^-.i x^Um = [x — «ilt«— «,)...(«— «J (mod.^»). 

Da nun die rechte Seite dersdben f ör keinen mit «| , «, , . . . «» 
incongmenten Werth von x durch p theill>ar sein kann, weil es 
keiner der Factoren wfard und p Primzahl ist, so kann auch die 
Congruenz 

«* + a^s^^^ + . . . + am^ix + a« = (mod. p) 

keine Wurzeln weiter haben. 

8. Betrachten wir ab Bebpiel die Congruenz: 

(8) «1^^ — 1^0 (mod. p), 

welche für die Folge von t>esonderer Wichtigkeit ist Nach dem 
Fermat'schen Satze leistet dersell>en jede nicht durch p theilbare 
Zahl Gendge; die Congruenz (8) hat also genau soviel 
Wurzeln, als ihr Grad betrigt, nämlich die Wurzeln: 

X = 1, a: = 2, ..• X ^p — 1 (mod. p). 

Nach dem Ende der vorigen Nr. ergiebt sich daraus 
die Congruenz: 

(9) a^^ — 1 == (a: — 1) (a: — 2) ...... {x—p + 1) (mod. p); 

sie wird uns weiterhin von grossem Nutzen sein. Vergleicht man 
die constanteo Glieder auf den beiden Seiten derselben, so erhält 
man die folgende Congruenz: 

(10) 1 . 2 . 3 . . . (p — 1) = — 1 (mod. p), 

welche eine ausgezeichnete Eigenschaft der Primzah- 
len ausspricht und als Wilson'scher Satz bekannt ist. 

9. Besondere Beachtung verdienen die Wurzeln der Con- 
gruenz (8), weil sie ihnliche Eigenschaften haben, vile die Ein- 
heitswurzeln, und darauf vor AUem die Auflösung der Kreisthei- 
lur^sgleiohung gegründet bU In der That, ist m irgend eine 
Wurzel d. h. irgend eine, durch p nicht theilbare Zahl, so wird 
auch jede Potenz von m eine Wurzel sein, also. die unendliche 
Reibe : 
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lauter Worzeln der Congmenz (8) enthalten. Unter denselben 
niuss mindestens eine congruent Eins sein (mod. p)^ nämlich mf'^\ 
und wenn mit d der kleinste Exponent bezeichnet 
wird» für welchen m' h 1 (mod« p) ist, so zeigt sich, gerade 
wie in der vorigen Vorlesung, däss d ein Divisor von p — 1 sein 
muss. Dann heisse m eine, zum Exponenten tf gehörige 
Zahl. Man erkennt vermittelst derselben Betrachtungen, die 
wir dort angewendet haben, dass zu jedem Divisor d von p — 1 
als Exponent genau ^(d) Wurzeln gehören. Nennt man ins- 
besondere diejenigen Zahlen, welche zum Exponenten 
p— -1 gehören, primitive Wurzeln (mod. p), so erhält 
man den wichtigen Satz: es giebt ^(p— 1) primitive 
Wurzeln (mod. p). 

Ist g irgend eine derselben^ so bilden die Potenzen 

(11) 9. 9\ ^t • • • ö^* 

alle Wurzeln der Congruenz (8). Denn sie sind erstens sftmmt- 

lieh offenbar Wurzeln derselben^ sodann aber auch unter ein- 
ander incongruent (mod. p); wäre nämlich y^^p* (mod. p), 
während hj k zwei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, . • • (p — 1} be- 
deuten, von denen h die grössere sei, so könnte man beiderseitig 
mit y^, welches nicht durch p theilbar ist, dividhren und fände 
^^ ^ 1 (mod. p), was nicht angeht, da h — k <p — 1 und g 
primitive Wurzel (mod. p) ist. Wir ertialten so das fQr das Fol- 
gende sehr bemerkenswertlie Resultat: dass die Zahlen der 
Reihe (11), wenn man von der Ordnung absieht, den 
Zahlen 1, 2, 3, . . • p — 1 (mod. p) congruent sind; und da 
andererseits jede durch p nicht theilbar^ Zahl einer der letzteren 
Zahlen (mod. p) congruent sein muss, so wird jede durch p 
nicht theilbare Zahl auch einer bestimmten Zahl aus 
der Reihe (11) (mod. p) congruent sein. 

10. Ist also m irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so 
giebt es eine Zahl fi aus der Reihe 1,2,3,... p — 1, von der 
Art, dass 

(12) m = p^ (mod. p) 

ist. Diese Zahl /» soll der Index von in heissen, in 
Zeichen: fi-» ind. m. Einige einfache Eigenschaften der Indices, 
welche in der Folge zur Anwendung kommen, sollen hier zu- 
sammengestellt werden. 
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1) Der Index eioes Products ist der Summe der 
Indices der Faktoren rood. (p — 1) congroent. Denn, ist 
fA SB ind. m, V = ind. w, also m ~ fff^, nzE g^ (mod. p), so ist 
mtiF^gf*^ (mod.p); bezeichnet andererseits Z den ind. (mit], so 
ist mit^^, also ergiebt sich g^ ==: gf*-^ {moi. p\ Nun sind A, 
fi. V drei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, ... p — 1; ist daher 
fi-^v<p — 1, so muss, da die verschiedenen Potenzen der 
Reihe (11) als incongruent nachgewiesen sind; Isa^^y «ein, 
und dann ist auch k—fg-^v mod..(p— 1). Wenn aber ^+y>p— 1 
ist, so ist doch jedenfalls ii^'{'V<,2{p — 1), man kann also setzen 
fA-^vsssp — 1+x, während «<p — 1 ist; aus der Congruenz 
g^ ^ </•+♦ (mod, p) folgt dann, da g^^^ ^1 ist, g^ ~g*, folglich 
x=il, (i'\-v=s^p — 1 + A, also III '{'V=l mod. {p — 1). 

Nachdem auf diese Weise die Richtigkeit des Satzes für ein 
Prodoct Ton zwei Factoren bewiesen worden ^ dehnt man ihn 
leicht auf ein Product Ton beliebig viel Factoren aus. 

2) Ist der Moduius p gegeben, so fet gleichwohl der Index 
einer Zahl m noch nicht bestimmt, vielmehr hSogt der Werth 
von ind. m offenbar ab von der wlllkörlichen Wahl der primi- 
tiven Wurzel g, auf welche man ihn bezieht. Wir haben nicht 
nuthig, auf diese Abhängigkeit hier weiter einzugehen, beschränken 
uns vielmehr auf die eine Bemerkung, dass zwei Zahlen, so- 
wie die ihnen (mod. p) congruenten für alle primitive 
Wurzeln denselben Index beibehalten. Dies sind die 
Zahlen -^-1 und — 1. Denn, welches auch die primitive Wurzel 
g sei, von den Potenzen (11) kann stets nur die letzte congroent 
Eins sein» es ist also stets: 

ind. (l)==p— 1 
(13) oder ind. (1) h^ mod. (p— 1), 

Ferner ist: 

f^-l tri 

gi^l~1 ^{y^ —1) {g^ + 1) ^ (mod. p), 

also einer der beiden Factoren: 

g^ -i, g^ +i, 

und zwar der letztere durch p theilbar, denn, wäre es der erste, 
so gehörte g nicht zum Exponenten p — 1, was es als primitive 
Wurzel (mod. p) doch muss. Es folgt also: 
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(14) «Ind. (—1) oder ind. (p—i) '■='^-^' 

3) Man beweist durch dieselben Betrachtungen» welche in 
Nr. 4 der vorigen Vorlesung angewendet worden sind, dass unter 
den Potenzen (11) diejenigen zum Exponenten d (mod. p) gehören, 
deren Exponenten mit p—1 den grössten gemeinsamen Divisor 

d =:"--- haben. Dies Ihssi sieh auch als eine Eigenschaft der 

Indices folgendermassen aussprechen: Ist m eine zum Expo- 
nenten d (mod. p) gehörige Zahl und fi ihr Index, so 
ist der grösste gemeinsame Theiler der Zahlen (i und 

p — 1 gleich ^-^—, und umgekehrt. In der That, ist m :^ ^, 

so gehört m nach dem eben Bemerkten nur dann zum Expo« 
nenten d, wenn fi und p — 1 den grössten gemeinsamen Theiler 

^~7 besitzen. 

Ist daher y eine ron g verschiedene primitive 
Wurzel» so ist ind. y relative Primzahl zu p — 1, und 
umgekehrt. Denn in diesem Falle hat d den Werlh p — l, 

also ^— r~ den Werlh Eins. — 



Fünfte Vorlesung. 
Von der Irreductibilitat der Ereistheilnngsgleichung. 

1. Nächst den Eigenschaften der primitiven Wurzeln (mod. p) 
ist es, wie schon bemerkt, besonders die Irreductibilitat der 
Kreistheilungsgleichung , auf welcher die Methode zu ihrer alge- 
braischen Auflösung beruht. *} Eine ganzeFunction f{x) m 1 1 
rationalen Coefficienten heisst aber irreductibel, wenn 
es nicht möglich ist, sie in Factoren mit ebenfalls 
rationalen Coefficienten zu zerlegen. Ist f{x) eine 
irreductible Function, so heisst die Gleichung f{x)^=0 
eine irreductible Gleichung. 



*) Vergl. darüber Abel, memoire snr nne classe particuli^re dMqua- 
tiona r^solnbles algdbriqaement, in seinen oeuvres completes pag. 114 
oder in Crelle*8 J.y Bd. 4, pag. 26. 
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Hier gilt oun folgender Hauptsatz : ^ 

Eine irreductible Gleichung f{x)'^0 Iiann mit 
lieiner Gleichung q>[x)'^0 ron geringerem Grade und 
mit rationalen Co^fricienten eine Wurzel gemeinsam 
haben. Denn sonst bitten die ganzen Functionen f{x)t ^{x) 
einen, fon f{x) Tersdiiedenen, grössten gemeinsamen DiHsor» 
dessen Go^fBcienten beltanntlich ebensowohl rational sein mössten, 
wie die der l>eiden Functionen, f(x) bitte also gegen die Torau»- 
gesetzte Irreductibilitit einen rationalen Factor. 

Eine unmittelbare Folgerung aus diesem Satze ist der folgende: 
Wenn eine irreductible Gleichung fix^'^O eine 
Wurzel mit einer andern Gleichung F{x) = gemein- 
sam hat, deren CoSfficienten rationale Zahlen sind, 
so genügen entweder alle ihre Wurzeln der Gleichung 
F{x)'^0, oderF(ar) ist identisch gleich Null. Dies Leute 
tritt nach dem vorigen Satze jedenfalls dann ein, wenn der Grad 
Ton F(x) kleiner ist als der fon f{x). Im andern Falle kann 
man stets setzen: 

F(x)^f{x).0{x) + 9{^). 

worin Q[x) der Quotient, q>{x) der Rest ist, welclien die Division 
von F(x) durch f{x) ergiel>t; Beides sind ganze Functionen mit 
rationalen CMfDcienten, die letzte von kleinerem Grade als f{x). 
Haben nun F{x)^ f(x) eine gemeinsame Wurzel, d. h. finden für 
einen bestimmten Werth von x die Gleichungen F(x) >» 0, 
(x) a» gleichzeitig statt, so muss dieser auch der Gleichung 
^(a;)c»o genfigen y woraus nach dem vorigen Satze folgt, dass 
ip[x) identisch gleich Null, also 

F[x)^f[x).Q[x) 

ist; dann genfigen aber alle Wurzeln der Gleichung f[x) «: 
auch der ^Gleichung F(x) »s 0. 

Eine Gleichung f[x)^^Q mit ganzzahligen GoefBcicnten, deren 
höchster gleich Eins, wird irreductibel sein, wenn es nicht mög- 
lich ist, f[x) in Facloren mit ganzzahligen Coefficienten zu zer- 
legen; denn nach Nr. 2 der vor. Vorl. findet dann auch eine 
Zerlegung in rationale Factoren nicht statt. 

2. Die Kreistheilungsgleichung 

a^^ -f Ä«^* + . . • + ar-f 1 — 0, 
d. i* die Gleichung ffir die primitiven ^ Einbeits- 
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wurieln ist Irreductibel. Dasselbe gilt von den allge- 
meineren Gleichungen, welche die primitiTeo Einheits- 
wurzeln des Grades /i* oder eines beliebig zusammen- 
gesetzten Grades n zu Wurzeln haben. Von diesem Satze 
sind verschiedene Beweise gegel>en worden» der erste» fQr einen 
Primzahlgrad geltende, von Gauss in den Disqu. arithnt 
art 341; diesem folgten andere von Kronecker» Schoenemann» 
Eisenstein» Dedekind, Arndt u.A. Das gemeinsame Prin- 
cipe weiches allen diesen Beweisen» mehr oder weniger 
versteckt, zum Grunde liegt» besteht in Folgendem: 

Bezeichnen wir mit ^ «■ die fraglichen Gleiclmngen. Um 
zu beweisen» dass eine Zeriegnng von JT in Factoren ^{x), if(x) 
mit ganzzahligen CoefQcienten, d i. die Glelchnng 

JT— 9(a:).'<f(x) 
nicht möglich ist, genügt es offenbar zu zeigen, dass in Bezog 
auf irgend einen Modulus m die Congrnenz 

Z ^ g>{x) . if(x] (mod. m) 
nicht stattfinden kann, denn diese würde in Bezug auf jeden Mo- 
dulus eine unmittelbare Folgerung jener Gleichung sein. 

Hierdurch Tillt eigentlich die Frage nach der IrreductibiliUlt 
der Gleichungen der Lehre von den höheren Congruenzen an- 
heim, welche sich mit der Zerlegung der ganzen Functionen in 
Factoren in Beziehung auf einen gegebenen Modulus beschäfligt. 
Der Beweis von Schoenemann^ auf einen Primzahlgrad bezüg- 
lich» befindet sich denn auch in der That in einer Abhandlung 
über höhere Congruenzen und Idsst das genannte Princip am 
Klarsten hervortreten. Auch Dedekind's Beweis^), welcher für 
den allgemeinsten Fall eines beliebig zusammengesetzten Grades 
gilt, knüpft unmittelbar an jene Lehre an. Hier sollen einige 
der angeführten Beweise mitgetheilt werden» welche sich ohne 
andere Hilfsmittel» als die in der vorigen Vorlesung gegebenen, 
auseinandersetzen lassen. 

3. Die beiden Beweise von Kronecker***) und der- 

*) Schoenemann, Theorie der heberen Congraenzen § 60. 

**) Dedekind, Beweis für die IrredactibüitSt der Kreistheiluigs- 
Gleichongen, Crelle's J., Bd. 54. 

*^) Kronecker, Beweis, dais filr jede Primzahl p die Gleichmig 
a:^^^ -}-...-f or-fl— >0 irreductibel ist» Crelle's J., Bd. 29 and Derselbe» 
d^monslratton de l^iirMucübilit^ de T^quation x^^*^ + . . . -i" ^ + ^ "* 0» 
oü it d^fipae an nombre premier, LioaviUe*s Joam., Bd. i, 8. s^rie. 

BjLCUMJonK^ Lehr« d. Kreisth. 3 
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jeoige TdD Eisenstein*) bezieben sieb zwar zunüehat 
auf die Gleiehnng: 

xP-^ + ari^« + . . . + :c + 1 — 0. 

gestatten aber unmittelbar die Ausdehnung auf den 
Fall, wo der Grad der Einheitswurzeln die Potenz 
einer ungeraden Primzahl» gleich p' ist**) und geben 
so den Beweis von der Irreductibilität der Gleichung 

(1) jr= af"~*ü^i) + af^-^iP-^) + . . . + xi»*"^ + 1=0. 

Wir wollen also sogleich von dieser Gleichung bandeln, welche 
Jene als specielleo Fall in sich begreift. 

Kr onecker's Beweise sind einander sehr ähnlich. Nehmen 
wfar an, JT sei nicht irreductibel, sondern dem Prodncte zweier 
ganzer Functionen 9(0;), ^{x) mit ganzzahligen Coefficienteu 
gleich, in Zeichen: 

so ergäbe sich, indem man o; «» 1 setzt: 

p ^ ip(l) . ilp{l), 

einer der beiden, offenbar ganzzahligen Factoren, z. B. q>(l), 
müsste daher gleich + 1 sein. Da sich nun die Wurzeln der 
Gleichung (1) auf bßide Factoren vertheiien, so sei ^ eine der- 
jenigen, welche der Gleichung 9(0;) »= genügt. Welche primi- 
tive Wurzel der Gleichung x^ »» 1 wir dann auch unter r ver- 
stehen mögen, die Reihe von Potenzen 

(2) r, r«, r^ ... rt, 

in welcher 1, a, ß, . • .y sämmtliche, nicht durch p theilbare 
Zahlen der Reihe 1, 2, 3, .../>* bezeichnen sollen, stellt (nach 
dem Zusatz in Nr. 4 der 3. Vorlesung) alle primitive Einbeits- 
wurzela vom Grade p*, d. i. alle Wurzeln der Gleichung (1) dar. 
Demnach befindet sich unter ihnen auch die Wurzel q, und folg- 
lich ist 

(3) q>[r)\ ip(r«) . (p(rß) . . . <p(rr) = 0, 

welche Wurzel der Gleichung (1) auch unter r verstanden werden 
mag. Der eine Kronecker'sche Beweis fährt nun fort: 



*) Eisenstein, in Crelle's J., Bd. 39, pag. 167. 
**) Serret, snr mie qaestion de th^rie des nombres, Lioo 
ville'8 J., Bd. 15. 
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Da hiernach das Productf 

für jede Wurzel der Gleichung (1), welche als Einheitswurzeln 
desselben Grades nach Nr. 3 der 1. Vorlesung verschieden sind, 
verschwindet, so ist es einem elementaren algebraischen Satze 
zurdge durch X theilbar, d. h. 

wo F(ai) eine ganze Function mit ganzzahligen Coefficienten. 

Setzt man nun ar «=» 1 , so ergiebt sich , da die Anzahl der Fac- 

toren gleich der Anzahl der Zahlen 1, a, ß, . . , f, also gleich 
p«-i(p_l) ist, 

(p(l)f^^^P^^K welches den Werth Eins hat, wäre also durch p 
theilbar, was nicht sein kann. Daher ist die Gleichung (1) irre- 
dttctibel. 

4. Von diesem Beweise unterscheidet sich der andere 
Krön eck er 'sehe nur dadurch, dass dort direct die Richtigkeit 
der Congruenz: 

q>{r) . 9(r«) . ip{rß) . . . q>(rr) = q){l)P"'Hp-i) (mod. p) 

gezeigt wird, welche wieder, wenn ^(1) =^ Hh 1 ist, nach Gleich- 
ung (3) auf einen Widerspruch föhrL Jener Nachweis lasst sich 
folgendermassen geben: 

Wenn <p(r)f wie es hier stattfindet, eine ganze und ganz- 
zahlige Function der Wurzel r von (1) ist, so ist einerseits 

y(r).9{r«) . (p(r^) . . . <p(rY) 

als symmetrische Function aller Wurzeln dieser Gleichung be- 
kanntlich eine ganze und ganzzahlige Function ihrer Coefficienten, 
also, da diese selbst ganze Zahlen sind, eine ganze Zahl, welche 
wir mit A bezeichnen wollen, also: 

q>(r) . (p{r^) . q>{rfi) , . . q>{rY) «= A. 

Andererseils ist nach der Formel (6) der vorigen Vorlesung ffir 

jedes x: 

fp(a:)P — g>(xP) + p . f(x), 

wo f(x) eine ganze und ganzzahiige Function von x ist. Bildet 
man nach dieser Gleichung das Product: 

AP — q>{ry . ^{r^)P . • . q>(rr)P, 

3* 
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•0 erbifil «M nuldist dis dM: 

9(f^ - 9{f^ • • • 9{^% 
imd dao0 eliien dordi p thdibarai Autdruck, welcher oSenber 
ffmnielrieeb la Betng aof alle Wmndn r,t^,rf,...f9itt GMcb- 
mg (1), folgDcb ehe durch p tbcBhare gante Zahl bL Dies er- 
glebt die Congmenz 

oder nach dem PerDat*fcheii Satie: 

J = 9(r') . ^{f^) . . . 9(#^1 («od, p). 

Dorch wiederholte ErhebttDg mr p^ Potenz folgt allgemeiner für 
jedes poeitire gante m: 

^=1 9(1**) . 9(r«0 . . . «»(r^O (mod.j»); 

tettt man daher m «» a, wofür H^ »> 1 wird, so ergiebt sich, 
wie behauptet wurde: A oder 

5. Wählend diese Beweise sich wesentlich auf die 
Natur der Einheitswurteln stütten, ist Eisensteines 
Beweis davon nnabhSngig, beruht dagegen auf der 
BeschaffenheitderCoSfficienten der fraglichenGleich- 
ungen. Das Princlp dieses Beweises ist der folgende Satz: 

Eine Gleichung flxj^^O ist irreductibel, sobald 
der höchste Coöfficient in f{x) gleich Eins, der letzte 
gleich +p, die mittleren durch p theilbar sind. Denn, 
wftre im Gegentheil f{x), dessen Grad m -f- n sei. in ganzzahlige 
Pactoren zerlegbar, sodass 

f(x) — («• + Äj«"-* + . . . + a^^i a + Om) 

(ar* + b^af-^ + • • • + ^—i« + *..)• 

so müssten beide Ausdrücl^e auch (mod. p) congruent sein. Die 

Vergleichung der constanten Glieder auf beiden Seiten liefert zu- 

nScbt 

± P — «« • *«, 

also etwa a« «« ^h ^ » &«"" + /»• Usst man aber in der Con- 
gruenz: 

/(«) S («• + a,«*~^ + • . , + ««^1« ±: 1) 

(«* + *!«*-* + ...-(- bt^ix^p) (mod. p) 

alle dureh p theilbare Glieder fort, so erhftit man; 
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««^"» = («" + a,ar^* + • • • ± 1) 
(a?" + ft|«»-^ -|- • • • 4" ^»-1«) (mod. /i). 
Rechts findet sich niio das Glied + bt^-^ix, welchem links kein 
Glied entspricht, also muss b,^i durch p theilbar sein, und in- 
dem man es weglässt, ergiebt sich: 

(ic* + 6, a:*-* -{-... + 6„-.ia:') (mod. p), 

woraus in ähnlicher Weise folgt, dass bn^% durch p theilbar ist 
So fortfahrend gelangt man endlich zu der Congruenz: 

af^" = (ar* -f- 01 «*"* + • • • ib ^) ^ (mod. p) , 
weiche unmöglich ist, da der CoefQcient von a:" rechts i:^ + 1 
(mod. p), links aber gleich Null ist Hieraus geht die Unzulässig- 
keit der Annahme, also die Wahrheit des Satzes hervor. 

Wenn man nun in der Gleichung (1) die Substitution a^^sz-f"^ 
macht, so wird 

(4) X-f(z) 

werden, wo F{z) eine ganze Function von z von demselben Grade 
wie X und mit ganzzahligen Co^lBcienlen ist, deren höclister 
offenbar gleich Eins Ist. Für f»0 reducirt sich ^(2^) auf den 
letzten Coefficienten, dessen Werth sich gleich p» nämlich gleich 
dem Werthe von X für x «s 1 ergiebt Beachtet man ferner, 
dass 

«F ~ «JP + 1. ari»» ^ «!»• + 1. , . . a;*»*^* ~ zp'"'^ + 1, 

ix^ ^ sf + 1 (mod. p) 

ist, so fuhrt die Gleichung (4), welche auch so geschrieben wer* 
den kann: 

F[z) . [xt^^ — 1) = af* — 1, 
auf die Congruenz: 

F(2) ^ «'»'^^(i'-i) (mod.p), 

und lehrt, dass auch die mittleren Coifficienten von F(z) durch 
p theilbar sind. Da somit die Gleichung F[z) »» sich in dem 
Falle des vorigen Satzes befindet, ist sie irreductibel; daraus folgt 
aber nach der Gleichung (4) offenbar auch die Irreductibilitüt der 
Gleichung JT »» 0. 

6. Uuter den Beweisen für die IrredaetibiliUt der 
allgemeinen Gleichung, deren Wurzeln die primitiven 
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Einheitswurzeln eines beliebig zusammengesetzten 
Grades n sind» wSble icb denjenigen von Arndt*) als 
besonders einfach aus. 

Arndt bedient sich seines Princlps zun&chst zum Beweise 
von der IrreductibUität der Gleichung (1). Der K&rze wegen 
nelunen wir diese nach dem Vorigen als luiliannt an, setzen sogar 
voraus» die Irreductibilität för die Gleichung 

deren Wurzeln die primitiven it'^ Einbeitswurzeln sind, sei be- 
reits bewiesen för jedes n^ weiches aus nicht mehr als k ver- 
schiedenen Primfactoren besteht; lasst sicli dann die Irreducti- 
bilität auch för solche n beweisen» welche einen Primfactor mehr 
enthalten, so steht sie offenbar fest für jedes mögliche n. Dieser 
Nachweis aber kann» wie folgt» gegeben werden: 

Wir setzen n «»/)'' . n\ wo n aus k, von p verschiedenen 
Primzahlen besteht. Angenommen nun, es sei 

und 

a>(x)-«0. ^(«)«»0 

seien die Gleichungen, welche die p^^ten Potenzen der Wurzeln 
von 

resp. zu Wurzeln haben, so wird durch a-Mal wiederholte An- 
wendung des Satzes, welcher Nr. 6 der vorigen Vorlesung be- 
schliesst, 

(5) q>(x)^0 (x) , ^ (x) = ^^{x) (mod. p) 

erhalten werden. 

Jede primitive n^^ Einheitswurzel r kann nun, wie sich aus 
Nr. 6 der 3. Vorlesung sehr leicht ergiebt, gleich dem Producte 
aus einer primitiven Einheitswurzel q vom Grade /><* und einer 
andern oa vom Grade n gesetzt werden; aus der Gleichung 
r sBs Q , CD folgt aber durch Erhebung zur Potenz p* die Gleich- 
ung rP" = (of^ d. h., da p* zu n prim ist, r^* gleich einer pri- 



*) Arndt, einfacher Beweis für die Irrednctibiliföt einer Gleichung 
in der Kreistheilong, in Greuels J., Bd. 56. Eine Modification dieses 
Beweises ist derjenige vonLebesgue, s. inLionville^s J.,Bd.4,2.8ärie, 
d^monstrotion de rirr^dactibilit^ de r^quation aus racines primitives 
de Tunit^. 
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mitiveo Einbeitswurzel « vom Grade vi (vgl. Zusatz zu Nr. 4 
der 3. Vorlesung). Lasst man nun r successive je eine Wurzel 
der Gleichung 9>(a:) »» o und der Gleichung ^(or) «» bedeuten, 

so wird dem entsprechend t**^ eine Wurzel der Gleichung ^(a;)»0 
oder ^(^)=0 sein, und daher wird jede dieser letztern Gleich- 
ungen irgend eine Wurzel mit der Gleichung 

(6) l^'W — 

gemeinsam haben, folglich, da diese nach der Voraussetzung irre- 
ductibel ist, durch alle Wurzeln derselben befriedigt werden. 

Ist demnach m irgend eine Wurzel von (6), so folgt aus den 
Congruenzen (5): 

9 (cö) = 0, ^ (w) f= (mod. p), 
mithin 

(7) -P«W-=P^/(a>), 

wenn /'(a>) eine gewisse ganze und ganzzahlige Function von cd 
bedeutet. 

Bemerkt man andererseits die Gleichungen: 

*^» ^,- 

p 

in welchen (vgl. 3. Vorlesung Nr. 5) der Index d alle Divisoren 

von n, der Index S alle Divisoren von ^ zu durchlaufen hat, 

p 

und beachtet, dass letztere sich sämmtlich unter den erstem be- 
finden, dass aber der Werth d^=^n unter den Divisoren d sich 

nicht flndet, so zeigt sich, dass der Quotient —^ eine durch 

Ftt(x) theilbare ganze Function, also 

f^^^Fn{x),F{x) 
x^ —1 

ist, worin F{x) eine ganze und ganzzahlige Function, Setzt man 
hierin o; ■» a>, so ergiebt sich: 

p ^ Fn{fo) . F[(a), 

woraus in Verbindung mit der Gleichung (7) die folgende er- 
balten wird: 

1 «= p . /•(dl) . F(m). 
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Aus dem entwickelten Prodncte f(m) . F{m) kann man aber mit- 
teki der identiichen Gleichung F«'(i») «s o vom Grade ^{n) alle 
böiicren Potenzen von m ab die Potenz amf i"*)-^ fortsduffen und 
findet ao eine Gleichung von der Form: 

1 — P K + «I » + • • • + «f M-i • «^^*'^"*). 
weiche wegen der vorausgesetzten Irreductibilitat der Gleichung (6) 
identisch bestehen muss und dann zu der unmdglichen Gleichung 
. führt: 

Hieraus folgt die Irreductibilitat der Gleichung 

1. Ein anderer Beweis, durch welchen die hrreductibiliut 
dieser Gleichung sogar in einem weiteren Sinne, als wir dem 
Worte beigelegt haben, dargeihan wird, röhrt von Kronecker her. *) 
Rs wQrde zu weit föhren, denselben hier vollständig wiederzu- 
geben; während wir daher den Leser auf Kroneck er 's Abhand- 
lung selber verweisen müssen, entnehmen wir gleichwohl der- 
. selben die Princlpien zum Beweise eines Satzes, der zur Begrün- 
dung einer späteren Behauptung benutzt werden soll. Wir spre- 
chen folgenden Satz aus, in welchem p — l mm e . f gesetzt sein 
soll: 

Die Function 

kann nicht in Factoren zerlegt werden, deren CoSffi- 
cienten rationale und ganzzahligc Functionen einer 
Wurzel der irreductibeln Gleichung 

(8) F,{x) - 

sind. 

Zunächst bemerken wir, dass» wenn a eine Wurzel dieser 
Gleichung bedeutet, jede rationale Function von a auf die Form : 

gebracht werden kann, in welcher a^, a^, . . . a«.i und m ganze 
Zahlen sind, deren letzte nicht mit allen Go^fBcienten a denselben 
geroeinsamen Factor hat, und worin c zur Abkürzung für fp(e) 



*) Kronecker, memoire sor les facteurs irr^uotibles de T^nation 
i" «• li in Lionville^s J., Bd« 19. 
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gesetzt ist. In der Thal» die rationale Function ^~^, unter f{a\ 

ip(a) zwei ganze und ganzzaliiige Functionen ?on er Yerstanden, 
iLann» wenn a\ a ^ . • . af^^^ die übrigen Wurzeln der Gleichung 
(8) sind, audi so gesclirleben werden: 

r(tt),y(«Oy(a"),,.y(«<'-^>) 
V(«).y(«')9(0-..9(«^-*b 

Hierin ist aber der Nenner als symmetrische Function aller primi- 
tiven e^ Einbeitswurzeln eine ganze und ganzsahiige Function 
Yon den Go^fficienten der Gleichung (8), folglich einer ganzen 
Zahl m giddi. Im Zähler aber ist bekanntlich das Product 
(p(ü) ^(O • • . 9>(a<*''^)) und also auch der ganze ZAhler einer 
ganzen Funktion von er mit ganzen CoftfBcienten gleich, deren 
Grad Yermittelst der identischen Gleichung 

(10) Fe(cf) — 

Tom Grade «kleiner als « gemacht, und welche demnach auf die Form: 

«« + «t« + • • • + «t-i«*~* 

* 

redudrt werden kann. Da endlich jeder Factor, welchen m etwa 
mit allen Zahlen a^a^, . . . a^t gemeinsam haben sollte* weg- 
gehoben werden kann, erbllt die rationale Function von er die 
in (9) behauptete Gestalt. 

Nehmen wfar nun an, Xsei in die Factoren (p{x), ^(o?) zerlegbar, 
deren GoäBdenten rational ?on « abhängen, so ergiebt rieh aus der 
Gleichung 

wenn x^^l gesetzt wird: 

(11) p-9(l).*{l), 

worin offenbar 9(1), ^(1) rationale und ganzzahlige Functionen 

Ton a sein werden, sodass nach dem el>en Bemerkten 

^W ^s tr. 

gesetzt und m ohne gemeinsamen llieiler mit allen c, n ohne 
gemeinsamen Theiler mit allen b angenommen werden kann. 
Hierdurch geht die Gleichung (11) in dtte folgende über: 
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Dfefe iehri, da» nor in docr 4er beidea FoMdMM ^(«), ^a) 
alle Coefficieoleii durch p tbeUbar sdn ktaneo; dcon wäre im 
Gegeotbeil gMchxeiÜg 

(12) ^w-p.cw, i5{«)-.p./)W, 

wäbreod C(ff), 2>{ir) gaue Panctioaen Yoa « oül gameo CMIB- 
denleo rind, so folgte doerseiia, daaa weder m nach n dareb p 
tbeObar dod , andereneito die Gleicliiiiig: 

wddie fermittelat der Gleichong (10) aaf die Form 

mn — p(c^ ^ d« 4* . . • 4- c»»i . «•-*) 

gebracht werden liönnte ond wegen der Irredaclibilitii der 
Gldchong (8) zu der Folgerang mn^^pc^ fuhren würde» die 
unzaUsrig iat, da keine der Zahlen m. n dorch p thdlbar isl. 

Nun ist aber im Gegentheil leicbt zu zeigen, dass die 
Gleichungen (12) aus der angenommenen Zerlegung von X mit 
Nothwendigfceit folgen. Denn, da ^{x) jedenfalls eine Wurzel der 
Kreistheilungsgieichong enthält, so besteht 9(1) aus dnem oder 
mehreren Facioren von der Form 1 — r^, und diese liefern, da 
H" = 1 ist, nur f^ Potenz erhoben einen in r ganzen und ganz- 
zahligen Ausdruck , dessen sämroüiche Coßfßcienten durch p theil- 
bar dnd; daher ist auch 

also 

(13) A(a)P = p.mP .f[r) 

wo f{r) eine ganze und ganzzahlige Function von r bezeichnet. 
Bemerkt man hierauf, dass in der Entwicklung des Products 

[z — pmPfir)] [z — pmPf[f^] . . . [z - pmF . f(rP)] 

nach Potenzen von z das höchste Glied gleich z^ , die Col^fBcienten 
aller andern Glieder aber als symmetrische Functionen aller j/^ 
Einheitswurzeln ganze Zahlen sind, welche offenbar den Factor 
p haben, so kann man jenes Product gleich 

z'' — p . F(z) 

setzen, wo F(z) eine ganze und ganzzahlige Function von z ist, 
und erhält, da es für za^J{«)P wegen Gleichung (13) ver- 
schwindet, 

(14) ^W^^ — p •<»(«), 

wo 0{a) eine ganze Function von er mit ganzen Co^fficienten ist. 
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wie sie offenbar durch die Sabstiiution Ton A{a)P an Stelle von 
z ans F{z) entstellt Da aber p <» ^/^ -(- 1 , also «p «» a ist, und 
nach Gleichung (7) der 4. Vorlesung 

A{ay ^ A{aP) (mod. p) 

gesetzt werden kann, so ergiebt sich: 

A{a)P = A{tt) 
also auch weiter: 

A{€i)P*^ A(ct) (raod. p) 

oder A («)**' «» ^ (a) -f" P ^' {«) » ^«ßn auch 0' (or) eine Function 
mit ganzzahligen Coefflcienten. Die Gleichung (14) liefert dem- 
nach ein Resultat, wie die erste der Gleichungen (12): 

A(u)^p. C(a). 

Nichts hindert aber, aur demselben Wege sich zu überzeugen, 
dass auch 

B{a) =.p, l>{a) 

ist, wie behauptet wurde. 

Da somit durch die Annahme der Zerlegbarkeit der Function X 
ein Widerspruch entsteht, so erhellt ihre Unzerlegbarkeit. 

Nachdem auf diese Weise die Irreduclibilität der Kreisthei- 
lungsgleichung in einem weiteren Sinne wie früher dargethan 
worden ist, werden die Folgemugen, welche in Nr. 1 aus dem 
Begriffe der irreductibein Gleichungen geschlossen worden sind, 
jetzt in derselben weiteren Bedeutung besteben bleiben. 



Sechste Vorlesung. 

Die Gaussisohe Metbode zur Auflösung der Ereistbeilungs- 
gleicbung. Die Perioden und ihre Eigenscbaften. 

L Wir haben im Vorigen die Aufgabe, den Kreis in p 
gleiche Theile zu theilen, wenn p eine ungerade Primzahl be- 
deutet, auf die Auflösung der Gleichung 

(1) JT =« xP-^ + xP-^ + . . . + xc + 1 = 

zurückgeführt Indem nach den vorbereitenden Betrachtungen der 
letzten Vorlesungen nunmehr die Gaussische Methode mitgetheilt 
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wuim loU, dordi weldM die dgebraiiidie Asflasiiaitcit ümr 
Gieichuig dargelliaB wird, mfiMB wir mll HiUe der ftbatOnn 
Waneio (nod. p) oDier Ihreo Woneh eine eigeotbüiBlIdie Ord- 
DttDg herslelleD, aof welclier, wie »ch zeigen wird, jene Melliode 
weseotlicb l>egriiiidet ist. 

Die Wundo der Gleichung (1) waren die Polenzen: 

(2) r, r^, r^, . . , r^^ 

wenn r irgend eine Wurzel bezeichnet. Nun hatten wir einerMts 
geaehen. dasa r^ »^ r*' isi, aobald h = V (med. p)\ andereraeita 
waren nach Nr. 9 der Yierten Vorlesung die Potenzen: 

(3) 1, ^, p*, ... ^* 

einer primitiven Wurzel g Ton p den Zahlen 1, 2, 3, ... p — 1» 
wenn auch in anderer Ordnung, (oiod. p) congruent Daraus 
ergiebt sich offenbar, dass die Potenzen (2), von der ReibenMge 
abgesehen, mit den folgenden Potenzen: 

(4) r, f^, r^. . . . r^^ 

übereinstimmen müssen. Die Wurzeln der Gleichung (1) werden 
also auch durch diese Reilie gegeben , deren einzelne Glieder die 
bemerkenswerthe Eigenschaft haben , dass jedes die ^ Potenz des 
Yorbergehenden ist; dies gilt auch vom ersten Gliede r, welches 

nach der Congruenz ^^ ~ 1 (mod. |») gleich f^^^ gesetzt» d. I. 
als ^ Potenz des letzten angesehen werden kann. Die Wur- 
zeln der Gleichung (1) können also, allgemeiner aus-» 
gedröckt, so geordnet werden, dass jede dieselbe ra- 
tionale Function der vorhergehenden ist, wie die erste 
von der letzten. 

2. Schalten wir noch eine allgemehie Bemerkung hier ein. 

Die Methoden zur algebraischen Auflösung von Gleichungen 
lieruhen im Grunde auf dem Prindp, dass man gewisse ganze 
Functionen von den Wurzeln der GIdchuog bildet, deren Be- 
stimmung von einer anderen Gleichung geringeren Grades oder 
leichterer Behandlung abh&ngig ist, und wdche so tieschaffen sind, 
dasSy wenn man ihre WerUie gefunden hat, man daraus aneli 
leicht die Werthe der Wnrzehi der gegebenen Gldchung sdber 
ermitteln kann. Dieser Umstand kann schon bei der dnfachsten 
Gleichung, der allgemeinen quadratischen Gleichung 
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bemerkt werden. Sind X| , »^ ^^ beiden Wurzeln derselben , so 
sind die beiden Functionen von denselben: 

unmittelbar bekannt, nimlich x^ '^ x^^^ a, x^x^ >» h. Daraus 
flndet man: 

(«j — «2^ — (a?i -f- ««)' — ^*i«f — «^ — 4*, 
also ist die Wuraeiruilction 



und die Verbindung dieser und der andern Gleichung x^^x^^^a a 
liefert sofort die beiden Wurzein: 

«i — 5 . «j=*« -j- 

3. Betrachten wir nach dieser Bemerkung zunddiat irgend 
eine ganze Function ?on den Wurzeln der Kreistheilungagleidiung: 

diese kann offenbar auch ab eine ganze Function der einen be- 
liebigen Wurzel r aufgefasst werden und soll dann mit f(r) be- 
zeichnet werden. MNin kann sie stets auf die Form: 

f(r) ** S + «1 *• + ^^^ + • • • + ^^ 
bringen oder. Indem man jeden Eiponenten ?on r, welcher > p 
Ist, durch seinen kleinsten Rest (mod. p) ersetzt, auf die andere 
Form: 

f{r) - fco + ^ '^ + *2 '•' + ••+ V-i • '^^ 

und darin werden die CoSfflcienten nothweudig ganze und ganz- 
zahlige Functionen von den in F, enthaltenen CoefBcieoten sein, 
sodass sie z. B. rationale oder ganze Zatilen sein werden, jenacb- 
dem es die GoSfBcienten in F sind. Zieht man von der letzten 
Gleichung die Gleichung. (1) ab, nachdem man sie mit ^^ mulü- 
plicirt und xcan-r gesetzt hat, so erhUlt man endlich die Function 
unter folgender Form: 

Meae soll ab ihre Normalform bezeichnet werden, weil f{r) 
in dieselbe nur auf eine ganz bestimmte Weise gebracht werden 
kann, sobald die CMfBcienten in F rationale Zahlen, oder rilge^ 
meiner rationale tmd ganzzahlige Functionen Irgend einer Wurzel 
fr der Gleichung xt^ «» i sind, die beiden einzigen Pille, welche 
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uns in der Folge interesBiren werden. Fände man sie dann nim- 
lich auch noch gleich 

(ö*) B^r + J?jr» + . . . + B^t . f^\ 

so mussten die beiden Ausdr&cke (5) und (5') auch unter einander 
gleich sein, woraus durch Division mit r die Gleichung 

^, - 1?, + (^ — irj r + . . . + [A^x^— B^t) rF-« — 

vom Grade p — 2 sich ergäbe; wegen der IrreducUbUitäl der 
Gleichung (1) in dem weiteren Sinne der Nr. 7 voriger Vorlesung 
mössten also die einzelnen CoefBcienten dieser Gleichung, welche, 
je nach jenen beiden Fällen, rationale Zahlen oder rationale Fmic- 
tionen von a sein werden, verschwinden, und dann wurden die 
beiden Ausdrucke für die Function f(r) vollständig identisch 
sein. 

In der Normalform (5) kann man statt der Exponenten 
1, 2, 3, ... p — 1 wieder die, ihnen (mod. p) congruenten 
Potenzen von g setzen, und, wenn man sodann nach den stei- 
genden Potenzen von g ordnet, erhält man statt des Ausdruckes 

(5) den folgenden: 

(6) f(r) «= a^r + a,i^ + njr^ + . . . + fl^, . r^''-^ 

In welchem der Zusammenhang der CoefBcienten a mit den A 
leicht anzugeben ist. Ist nämlich h^g'^, so ist Ar «=: ind. h; da 

nun der Potenz r^ ms^r^ einerseits der CoefSdent Ak, anderer- 
seits der Co^lBcient ak entspricht, so hat man allgemein 

-4i «« ö* = flind. *. 

Als Resultat dieser ganzen Untersuchung sprechen wir den 
Satz aus: Jede ganze Function von den Wurzeln der 
Kreistbeilungsgleichung kann als ganze Function 
einer Wurzel jener Gleichung auf die Normalform (6) 
gebracht werden, in welcher die Coi^fflcienten ganze 
und ganzzahlige Functionen von den Coefficienten 
der gegebenen Function sind. 

4. Eine besondere Galtung solcher ganzer Functionen spielt 
nun bei der Gaussischen Auflösung der Gleichung (1) eine grosse 
Rolle. Denken wir uns die Zahl p — 1 irgendwie in zwei Fac* 
toren zerlegt, p — \mme .f, und verlheilen die Grössen (4) in 
folgende e Gruppen von f Gliedern: 
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wo die, jeder eiozelnen Gruppe angebörigen Wurzeln wieder die 
Eigenschaft haben, dasa jede derselben dieselbe rationale Function 
der forhergehenden, wie die erste von der letzten, nämifch die 

/'' Potenz derselben ist, so sollen die Summen: 
iy^ — r + ri^ + ri^' + . . . + r^"*^ 
1,^ «. r^ + r^^ + rP^* + . . . + r^-'^^' 

fl^t^ rf-^ + r^-' + rP^V+ . . . + r^""' 

als l>esonders wichtig mit einem besonderen Namen bezeichnet 
und (/'-gliedrige) Perioden genannt werden. 

Diese haben zunäjchst die Eigenschaft, unverändert 
zu bleiben, wenn man in ihnen die Wurzel r durch 
irgend eine andere Wurzel der Periode ijq ersetzt, 
dagegen sich cyclisch zu vertauschen, wenn r durch 
eine Wurzel ersetzt wird, welche einer der andern 

Perioden angehört. Wird nämlich r durch r^ ersetzt, so 
geht für jedes k 

über in: 

d. i. 11k bleibt bei der Substitution von r^^ statt r, allgemeiner 

also von r^ statt r ungeändert Hiernach kann man die Indices 
der Perioden i} auch über e — 1 wachsen lassen, indem dann 
jedesmal f^k* ^=^ ^Ik ist, sobald Ar' ~ Ar (mod. e). 

Wird nun allgemeiner r durch r^ ersetzt, so gehen die 
Perioden ifo, i^j. ^.^. . . . iy,r-i Ober in ijü, i;a+i, . . . nH^-i 
oder in ffk» i|ä+i, . . . i?*u-i, i/jq, i^p ... fij^t d. h. ^e werden 
nur um h Stellen, wie man sich ausdruckt, cyclisch verschoben. 

Die Vertheilung aller Wurzein der Gleichung (1) in 
Perioden ist von der Wahl der primitiven Wurzel g 
unabhängfig. Denn, sei y eine von g verschiedene primitive 
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Wonel (mod. p) und y = g^ (mod. p)« so Isl nach dem Schiuss- 
saUe der 4. VoriesuDg k tup — 1, aiao su jedem der Factoren e, 
f rdatife PrimxahL Bezeicbnel maD die neuen Perioden mit 
'•» 'i» «2» • • • «#-ii «o ist 

Da aber die Zahlen 0» h. 2A, ... (/— \)h den Zahlen 0, 1, 
2, .«^Z — Ip wenn auch in anderer Ordnung, (mod. f) con- 
gruenl sind, so sind 0, ht, 2^«, • • ^ (/ -^ l)A^f von der 
Reihenfolge aligesehen, den Zahlen 0, e,l 2e, . . . {f — 1) e 
mod. (p — 1) congmenti und folglich c^ »■ i|^ Ebenso findet 
man: 

Nun sind wieder die Zahlen 0> A, 2j|, . . « (« — 1) A den Zah- 
len 0, 1, 2, ., . e — 1 in gewisser Reihenfolge (mod. e) con* 
groent, also stimmen die Perioden «^^ f|, ... f,.i mit den 
Perioden ^^^ i}|, ... i^^^i, von der Ordnung aligeselien, fiberein, 
d. h., wenn man die primitive Wunel g durch eine andere f 
ersetst, bleiben gleichwohl die Wuraeln, welche einer Periode 
angeh^Men, in einer der neuen Perioden i>eisammen. 

Die e Perioden sind numerisch von einander ver- 
schieden. Wire nimlich i|a «s m^^ wShrend A, k zwei vjerschie- 
dene Zahlen aus der Reilie 0, t, 2, ... e — 1 bedeuten, so 
ergäbe sich die Gleichung: 

welche nicht identisch ist, wdl verschiedenen Perioden auch ver- 
schiedene Einheitswurzeln angehören. Indem man statt der Ex- 
ponenten ihre lilelnsten Reste (mod. p) subetituirt und durch r 
dividirt, was möglich ist, da keine der Potenien gleich Eins ist, 
erhilt man eine ntcbt identische- Gleichung von einem Grade, der 
höchstens p — 2 beträgt, welche mit der irreductil»eln Gleichung 
(1) vom Grade p — 1 eine Wurzel r gemeinsam hat, was nicht 
sein kann. 

5. Jede ganae Function von den Wurzeln der 

Gleichung (1), welche bei der Substitution von r^ an 
Steile von r ungeändert bleibt, lässt sich ala lineare 
Function der Perioden if^, fi* •>. ^«-i darsteilen. In 
welcher die Coöfficienten ganse und ganziahlige Fnnc- 
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tionen von den gegebenen Coäfficienten sind, wenn 
diese entweder rationale Zahlen oder rationale Func- 
tionen von a sind. 

Denken wir uns nSmlidi die gegebene Function in der Nor- 
mairorm (6): 

/W " «0^ + «i**^ + ^t^^ + • • • + ö|»~2 . r^'^^. 
Da nach der Voraussetzung f(r) «» f{r^) • also auch 

sein soll, so ist 

nr) - j {f(r) + /K) + . . . + f(r'^~'% 

Bildet man nun die Summe in der Klammer » so geht aus dem 
allgemeinen Gliede aj^ . r^ der Function f(r) der Ausdruck 

-^ . ijj^ hervor» also wird: 

oder, indem man die gleichen Perioden zusammenfasst. 

Hierin sind m^, m^^ ... m^^i ganze Functionen der gegebenen 
CoSfficienten, von denen nach der Herleitung klar ist, dass sie 
rationale CoSfflcienten haben müssen. Diese müssen aber sogar 
ganzzahlig sein, denn die CoSf&cienten in der Normalform, mit 
welcher nach Nr. 3 der vorige Ausdruck identisch sein muss, 
sind ebenfalls ganze Zahlen. 

6. Aus diesem Satze ergeben sich unmittelbar einige wich- 
tige Folgerungen. 

1) Zunächst ist jedes Product aus zwei oder meh» 
reren, gleichen oder verschiedenen der Perioden i^^, 
i^i, ... fie^iy allgemeiner jede ganze Function der 
Perioden als eine lineare Function derselben dar* 
stellbar, mit Coefficienten, welche ganze oder ratio- 
nale Zahlen sind, entsprechend den Coefficienten der 
ganzen Function. Denn alie diese Functionen fallen offenbar 
unter den vorigen Satz, da die Perioden selbst durch die Sub- 
stitution von r^ fQr r unverändert bleiben. 

Das Product aus zwei Perioden, ri^ . rik, bringt man 

Bacbmauk, L«hre d. Krelsth. 4 
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leiclit auf die aDg«gebcDe Form, wenn man, wie folgt, 
verfShrt: Da 

,, = r** + r***" + . . . + r**«^-'»* 
ist, so kann man schreiben: ijA^-fik 

+ 

In dieser Summe geben die Glieder der ersten Verticalreihe : 

ist also ^* -{- p* nicht durch p theilbar» so erhält man eine der 
/-gliedrigen Perioden, wenn dagegen ^ + ^ durch p theilbar 
ist, wird der Werth dieser Verticalreihe gleich /*, wofür man in- 
dessen auch -^ f{fi^ + Yi "f~ • • • + ^#-1) substituiren kann , da 
die Summe i|o + ^1 "f~ • • • 4~ V^i gleich der Summe aller Wur- 
zeki der Gleichung (1) d. i. gleich — 1 ist. Fuhrt man diese 
Reduction an allen Verticalreihen aus, so erhält man den Aus- 
druck des Products 174 • 17« ab lineare Function aller /"-gliedrigen 
Perioden. (S* weiter unten Vorlesung 15, Nr. 1.) 

2) Jede ganze Function von den Wurzeln der 

Gleichung (1) mit ganzzahligen Coefficienten, welche 

sich bei der Substitution von r' an Stelle von r nicht 

ändert, hat einen ganzzahligen Werth. In der That, setzt 
man im Satze der vorigen Nr. e »» 1 also /*»»/» — 1, so ezistirt 

nur die einzige Periode 

deren Werth gleich — 1 ist; durch diese kann aber jene Func* 
tioQ linear ausgedruckt werden mit ganzzahligen CoefBcienten, 
wird also einer ganzen Zahl gleich. 

3) Jede ganze symmetrische Function der e /*«glie* 
drigen Perioden 17^, i^^, ... t^^i ist einer ganzen Zahl 
gleich, wenn' ihre Coefficienten ganzzahlig sind. Dies 
folgt ans der letzten Bemerkung; denn da bei der Substitution 
von r^ anstatt r die Perioden sich nur cycllsch unter einander 
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verlauschen, bleibt die symmetrische Function derselben dabei 
ungeandert 

7. Mit Hilfe der vorigen Sätze können wir nun 
beweisen, dass die Perioden tjq, fix» • . . i}r-i von /*Giie* 
dern die Wurzeln einer irreductibeln Gleichung vom 
Grade e sind, welche ganzzahlige CoSfficienten hat. 
Diese Gleichung hat mit der Kreistheilungsgleichung 
die Eigenschaft gemein» dass alle ihre Wurzeln aus 
einer beliebigen unter ihnen durch Wiederholung ein- 
und derselben rationalen Operation gebildet werden 
können. 

Die in Frage stehende Gleichung ist die folgende: 

(7) F{x) «= (a: — i/o) (a? — i?i) . . . (« — i?e-i) = 0. 
Ihre CoSfQcienten sind ganze, ganzzahlige und symmetrische Func- 
tionen der e Perioden, also nach der letzten Bemerkung in voriger 
Nr. ganze Zahlen. Nehmen wir nun an, F{x) sei reductibel und 
F'(x) ein rationaler Factor von F(x), so musste wenigstens eine 
der Perioden, z. B. ffh diesem Factor'^ als Wurzel zukommen, 
also F'{riA)^^0 sein. Dies ist aber eine rationale Gleichung, 
welche mit der Gleichung (1) die Wurzel r gemein hat; nach der 

Irreductibilitat der letztern kann man also r mit r^, r^% ... r^~* 
vertauschen und findet so: 

rifij^i) = 0, . . . F'{ti^i) = 0, 

d. h. die Gleichung F'{x) »= 0, deren Grad geringer als e sein 
muss, musste die e verschiedenen Wurzeln i^o' ^n * « ' V^-^ haben, 
was nicht sein kann. Hiernach ist der erste Theil unsers Satzes 
bewiesen. 

Um auch den andern Theil als richtig nachzuweisen, be- 
merken wir, dass nach Nr. 6, 1) jede Potenz einer beliebigen 
Periode fijk sich als lineare Function aller Perioden mit ganzzah- 
Hgen Coefflcienten darstellen lässt. Es können also folgende 
Gleichungen aufgestellt werden: 



zu denen man noch die Gleichung 

4* 
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— ^ ■■ % + ^i + • • • + V^t 
hlozufögen mag, welche sich aus der Bemerkung ergiebt, dasa 
die Samme aller Perioden gleich der Summe aller Wurzeln, diese 
letztere aber gleich — 1 ist. Nun kann man aus den e linearen 
Gleichungen eine beliebige Periode rik bestimmen und findet nach 
dem gewöhnlichen £liminations?erfahren eine Gleichung von der 
Form: 

-D • 1?* — ^ + AVa + ^^a' + • • • + ^e^i ' nh^^f 

in weicher die CoSfBcienten ganze Zahlen sind, die nicht sftmmt- 
lieh verschwinden, und woraus sich rik durch Division mit D er- 
giebt. Denn D kann nicht Null sein, sonst bestünde die nicht 
identische Gleichung {e — 1)^ Grades: 

— ^ + A^Tik + A^ni? + • • • + -<#-! • nh'^'K 

während ^a dne Wurzel der irreductibeln Gleichung e^" Grades 
F[x) — ist 

Hiernach ist auch ^^ «« ^(i}^), wo ^(i^^) eine gewisse ganze 
Function von i^q bedeutet. Diese Gleichung kann aber als eine 
rationale Gleichung gedeutet werden, welcher die Wurzel r ge- 
nfigt, und muss bestehen bleiben, wenn man r durch r^ r^*, ... 
ersetzt; so findet man 

womit Alles bewiesen ist, was unser Satz enthält. 

Durch Auflösung der Gleichung (7) werden die e /*-glicidrigen 
Perioden bekannt Jedoch fragt es sich, wenn a eine bestimmte 
Wurzel der Gleichung (7) ist, welche der e Perioden sie aus- 
drücke. Nun ist aber r eine beliebige Wurzel der Kreistheilungs- 
gleichung; wäre also bei einer bestimmten Wahl des r 174 «» a, 
so braucht man nur die Bedeutung von r zu verändern, nämlich 
eine beliebige derjenigen Wurzeln darunter zu verstehen, aus 
welchen 17« besteht, dann ändert sich auch die Bedeutung der 
Zeichen ^0»%, ... i^r-i» indem, was zuvor ^a war, nunmehr 
i}0 wird ; man kann also bei passender Wahl von r immer setzen 
^^ OB a, wobei die Wurzel r noch insoweit unbestimmt bleibt, 
ab sie eine l>eliebige der Wurzebi sein kann, aus denen ^^ be- 
steht, und welche nach Nr. 4 völlig bestimmt sind. 

Hat man in dieser Weise die Periode % bestimmt, so er- 
giebt sich der Werth der übrigen ohne weitere Auflösung anderer 
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ab linearer Gleichungen, indem jede andere Periode nach den 
obigen Auseinandersetzungen rational durch ti^ ausgedrückt wer- 
den kann. 

8. Die f Wurzeln, aus denen eine Periode rik be- 
steht, leisten einer Gleichung f'^" Grades <i>A(a;)«iO 
Genüge; welche lineare und ganzzahlige Functionen 
der e Perioden %, ?7f » • • • ^«-i su Coöfficienten hat und 
in dem Sinne irreductil)el ist, dass <i>A(a;) nicht in Fac- 
toren von gleicher Beschaffenheit zerlegt werden 
kann. 

Die Co^fficienten sind nämlich symmetrische Functionen der 
Wurzeln 

(8) r/,r/+*, r^**«', ...r^^-^^ 

also unveränderlich, wenn diese in irgend einer Weise unter 
einander vertauscht werden. Nun ist aber die Substitution von 

r^' statt r einer cyclischen Vertauschong derselben äquivalent, 
also bleiben die GoßfQcienten bei dieser Substitution unverändert 
und sind nach Nr. 5 lineare und ganzzahlige Functionen der 
/•gliedrigen Perioden. — Die gedachte Gleichung ist aber auch 
irreductibel. Wäre nämlich f(x, %,fiip ... vi^t) ein Factor von 
Oa{x) mit Goefficienten , die ebenfalk lineare und ganzzahlige 
Functionen der Perioden %, ri^, ... i^^^i sind, so m&sste er 
wenigstens für eine der Wurzeln (8) verschwinden; man erhielte 
also, indem man den Perioden ihre Ausdrücke subatituirt, eine 
Gleichung in r mit rationalen Codfficienten, welche för sämmtliche 
Wurzeln der Kreistheilungsgleichung, z. B. für die Qbrigen in fik 
enthaltenen bestehen bleiben musste. Da die Perioden uogeändert 
bleiben, wenn man eine dieser Wurzeln Tör die andere setzt, so 
mässten der Gleichung 

von geringerem Grade als f mindestens die f in tik enthaltenen 
Wurzeln genügen, was nicht möglich ist. 

Denken wir uns die e Gleichungen aufgestellt: 

(9) <I>o(a;) «= 0, *,(«) = 0, . . . «^i(a:) — 0, 

so wird ihre Auflösung die vollständige Auflösung der Kreisthei- 
lungsgleichung ergeben. Es genügt sogar, eine einzige derselben 
aufzulösen, da man, wenn eine Wurzel der Kreistheilungsgleichung 
bekannt ist, durch ihre Potenzen alle übrigen flndet Um die 
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Glelchttogen (9) aber bilden zu können, bt nothwendig und bin- 
reicbend, dass man zuvor die Gleichung (7) aufgelöst, nämlich die 
e /*-giiedrigen Perioden besümrat habe. Hiernach erhält man fol- 
genden Satz: 

Die Auflösung der Kreistheilungsgleichung vom 
Grade p — \^^ e . f kommt darauf zurück, die Glei- 
chung (7) vom Grade e und eine der Gleichungen (9) 
vom Grade /* aufzulösen. 

Dies lässt sich auch so aussprechen: Nach Auflösung der 
Gleichung (7) wird die Function JTreductibei und zer- 
fällt in € Factoren vom Grade ^ welche bis auf Wei- 
teres wieder irreductibel sind. 

9. Man kann nun In ähnlicher Weise fortfahren. Zerlegt 
man f in die beiden Factoren e , f ^ so kann man ee Perioden 
von f Gliedern bilden: 

r{, = r^ + r^'^ + r^''+^ + . . . + r^'"^^''^^ 



(r-Dee-^e 



,{, = r^' + r^'-^- + r^'''+' + . . . + r# 



Von diesen setzen je e' Perioden eine der /'-gliedrlgen zusammen, 
z. B. ist 

% ~ Vo + Ve + Vsc + • • • + ^V-lk» 

und es gelten von ihnen dieselben Sätze, die wir von den /'-gtie- 
drigen Perioden bewiesen haben, mit den entsprechenden Modi- 
ficationen. Besonders erwähnt sei nur der Satz, dass jede der 
/'-gliedrigeii Perioden eine ganze rationale Function von irgend 
einer der übrigen Ist. 

Betrachten wir aber diejenigen e' Perioden, welche 
eine der /-gliedrigen zusammensetzen, z. B. die Pe- 
rioden 

(10) fi\, ff,, rfu» • • • V{t'—i)€, 

so genügen dieselben einer irreductibeln Gleichung 
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vom Grade e\ deren Co^rficienten lineare Fanetionen 
der /'-gliedrigen Perioden sind. Denn in der Gleicliung 

*o{^) — (a? — Vo) (^ — n^) [x — i?y . . . (ar — i?V~t)*) = 
sind die Coefficienten als symmetrische Functionen der Perioden 

(10) durch die Substitution ?on r^ statt r sicher unveränderlich, 
da durch dieselben die e Perioden sich offenbar nur cycliscb ver- 
tauschen. Nach Nr. 5 folgt also, dass sie durch die /-gliedrigen 
Perioden ausdruckbar sind. Dass die Gleichung ^\[q^ «» aber 
auch irreduclibel ist, folgt aus der Irreductibilitat der Gleichung 
<t>^(x) s» 0. Wäre nämlich 9>(d;, i^^, i/,, ... 17^-1) ein Factor von 
(^'0(0:) mit Coefficienten , welche lineare Functionen der /-gliedri* 
genr Perioden sind , so mösste er etwa f ür o; »: '^J^ verschwin- 
den» also 

sein. Diese Gleichung, aufgefasst als eine solche, welcher die 
eine Wurzel r der irredoctibeln Gleichung (2>o(a;) «=» genügt, 

mösste befriedigt bleiben, wenn man r durch die Wurzeln r^, 

r^, . . . r^'"^^^ derselben ersetzt, wodurch zwar die Perioden 

^fii'^iv • • • ^^-1 unverändert bleiben» nike aber in «/'(a+i)*, ... VcA-ik 
successive übergeht. Die Gleichung hätte also mehr W^urzelu, als 
ihr Grad betragen kann. 

Hiernach lassen sich, sobald durch Auflösung der Gleichung 
(7) die /-gliedrigen Perioden gefunden sind, e Gleichungen vom 
Grade e aufstellen: 

(11) a>'o {«) = 0, <l>\ (ar) «= 0, ^\ (o:) = 0, . . . <b'^^{x) — 0, 

deren jede je e Perioden von f Gliedern zu Wurzeln hat, und 
welche zur Bestimmung der /'•gh'edrigen Perioden mittelst der 
/-gliedrigen dienen. Man hat nur nötliig , eine dieser Gleichungen 
aufzulösen, denn aus einer beliebigen der /'-gliedrigen Perioden 
ergeben sich die übrigen als rationale Functionen. 

Wenn^aber durch Auflösung einer der Gleichungen 
(11) vom Grade e die /'-gliedrigen Perioden als be- 
kannt anzusehen sind, so wird jeder der e Factoren 
/'^" Grades, in welche X bereits zerlegt war, von 
Neuem reductibel, und iT zerfällt nach der vorigen Nr. 
in te Factoren vom Grade f , welche wieder zuoäcbst 
irreductibel sind. 
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10. Durch Fortsetzung desselben Verrahrens muss man end- 
lich dahin gelangen» dass X in Factoren ersten Grades zeriJillt, 
und so die Wurzeln der Gleichung X <» unmittelbar bekannt 
werden. Hierin besteht die Gaussische Auflösungs- 
methode, welche in folgender Regel ihren Ausdruck 
findet: Man zerlege p — 1 in Factoren: p — l>»ii . 6 . c . . . d, 
und vertheile alle Wurzeln der Gleichung X «s in a Perloden 

1} von ^ Gliedern, Diese leisten nach Nr. 7 einer Gleichung 

Genüge, welche ganzzahlige CoSfacienten bat« Durch Auflösung 
derselben werden die Perioden 17 bekannt» und zerßllt X in 

a Factoren vom Grade , deren CoSfBcienten durch die n 

ebenfalls bekannt sind. Nun vertheile man die Wurzeln jeder der 

— 1 
Perioden n in b kleinere Perioden tf von ^ , Gliedern. Die- 

jenigen, welche eine der Perioden 17 zusammensetzen, genügen 
einer Gleichung vom Grade b, deren GoöfBcienten linear durch 
die Perioden 19 ausdruckbar sind (nach Nr. 9). Nach Auflösung 
derselben werden alle ab Perioden r/ bekannt, und X zerfällt in 

ab Factoren vom Grade ^"T mit bekannten Coöfflcienlen. Man 

ab 

vertheile nun wieder die Wurzeln jeder der Perioden ff in c 

kleinere Perioden tf' von ^ . Gliedern; diejenigen, welche eine 

der Perioden rf zusammensetzen , sind (wieder nach Nr. 9) Wur- 
zeln einer Gleichung vom Grade c, deren CoSfricienten linear 
durch die Perioden t/ ausdrückbar sind. Nach deren Auflösung 
werden alle abc Perioden ti" bekannt, und X zerfallt in abc 

Factoren vom Grade . mit bekannten CoefScienten u. s. w. 

abc 

Endlich kommt man auf Perioden von je einem Gliede d. h. auf 
einzelne Wurzeln der Gleichung X es 0, von welchen je d eine 
nächst vorhergehende Periode zusammensetzen und durch eine 
Gleichung vom Grade d bestimmt werden, deren Goeflicienten 
durch die nächst vorhergehenden Perioden 'ausdrückbar sind, und 
deren Auflösung die Wurzeln der Kreistheilungsgleichung selbst 
ergiebU 

Die Auflösung derKreisthetlungsgleichung kommt 
nach dieser Regel darauf zurück, je eine Gleichung 
vom Grade a^ b, c, . . . d aufzulösen. 
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11. Wie man p — 1 in Factoren zerlege , ist zwar willkür- 
lich; will man jedoch, das« die Hilfsgleicbungen möglichst nie- 
drigen Grad erhalten, so moss man p — 1 in seine einzelnen, 
gleichen oder ungleichen, Primfactoren zerlegen. Geschieht es 
dabei, dass alle Primractoren gleich Zwei sind, d. h. ist p von 
der Form 2* -{- 1 , so werden alle Hilfsgleichungen vom 2^^ Grade 
nnd ihre Wurzeln durch Quadratwurzeln ausdrückbar. Da man 
nun jeden Ausdruck, welcher ausser Quadratwurzeln keine Irra- 
tionalitäten enth&lt, bekanntlich mit Hilfe von Cirkel und Lineal 
geometrisch construiren kann» so gilt dasselbe von den Wurzeln 
der Kreistheiiungsgleichung und es einlebt sich der Satz: 

Ist p eine Primzahl von der Form 2* -j~ ^* ^^ kann 
der Kreis in p gleiche Theile getheilt oder ein regel- 
mässiges Vieleck von p Seiten in den Kreis einge- 
schrieben werden allein mit Hilfe von Cirkel und 
Lineal. 

Die in der ersten Vorlesuug betrachteten Fille des regel- 
mässigen Dreiecks und Fünfecks gehören in die eben bezeichnete 
Kategorie. 

Man wird gut thun, als letzten Factor der Zerlegung die 
Zwei zu nehmen, welche in der geraden Zahl p — 1 stets ent- 
halten ist. Dann enthält nämlich jede der Perioden eine gerade 
Anzahl Glieder und besteht aus einer Summe der letzten zwei- 
gliedrigen Perioden: 

tri 
d. 1. weil g ^ = — 1 (raod, p) gefunden wurde (Nr. 10 der 4, 

Vorlesung) : 

y—a p — 8 

r + r-^, r9 -f r^, r^" -f r-^\ . . . r^ * +*r-^ * 

Diese sind sämmtlich reell; denn, ist r =■ cos — - + i sin — ?, 

P * P 

so ist 



rtr SS cos — ä L I gin — 2 — 



" P 



f-f aa* COS — I sin — - — 

p p 
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also 



r/ + ,-!^*=:2 . 



cos 



p 

Man gewinnt also den Vortheil, dass die Wurzeln aller Bilfs- 
gleichungen reell sind, bis man durch Auflösung der letzten 
quadratischen Gleichung von den zweigliedrigen Perioden zu den 
imaginären Wurzeln der Kreistheilungsgleichung selber herabsteigt. 

Erinnern wir uns hier, dass nach Nr. 7 und 9 die Hilfs- 
glelchungen sümmtlich irreduclibel sind und die EigenschafI haben, 
dass jede ihrer Wurzeln eine rationale Function jeder der übrigen 
ist. Es Hesse sich sogar zeigen, dass die Eigenschaft der Gleichung 
(7), nach weicher alle Wurzeln durch Wiederholung derselben 
rationalen Operation aus einer unter ihnen gebildet werden kön- 
nen, auch den übrigen Hilfsgleichungen zukommt. Diese Eigen- 
schaft aber, verbunden mit der IrreductlbilitSt, sichert, wie Abel 
in dt^r bereits in der vorigeu Vorlesung^ citirten Abhandlung ge- 
zeigt hat, indem er die Gaussischen Betrachtungen verallge» 
metnerte, den Gleichungen die algebraische Auflösbarkeit. Die 
Kreistheilungsgleichung X'='0 ist demnach auch al- 
gebraisch auflösbar, wie auch daraus hervorgeht, dass ihr 
nach Nr. 1 und nach der vorigen Vorlesung dieselben beiden 
characteristischen Eigenschaften zukommen. Um diesen Schluss 
zu ziehen, ist es indessen nicht nothwendig, die genannte Eigen- 
schaft auch für die Hilfsgleichungen nachzuweisen. Nach der- 
selben Abhandlung von Abel genügt es für ihre algebraische 
Auflösbarkeit, dass sie irreductibet und ihre Wurzeln rational 
durch eine unter Ihnen ausdruckbar sind , vorausgesetzt, dass ihr 
Grad eine Primzahl ist, was man stets dadurch erreichen kann, 
dass man p — 1 in seine Primfactoren zerlegt denkt. 

Wir werden bald die algebraische Auflösbarkeit all' der eben 
genannten Gleichungen durch^ eine directe Methode nachweisen, 
fn der näcfisten Vorlesung sollen jedoch zuvor einige Beispiele 
für die eben dargestellte Auflösungsmethode wirklich berechnet 
werden. 
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Siebente Vorlesung. 
Beispiele. 

1. Um die aligemeine Gaussische Methode zur Auflösung 
der Kreistheilungsgleichung an einigen Beispielen zu erläutern, 
wählen wir zunächst für p die Primzahl 5. 

In diesem Falle ist p — 1 »s 2 . 2, man wird also nur suc- 
cessive zwei quadratische Gleichungen aufzulösen haben. Vor 
Allem kommt es darauf an, eine primitive Wurzel g (mod. 5) zu 
finden; man überzeugt sich aber sofort, dass ^»»2 eine solche 
ist. Da dann den Potenzen 

oder den Indices 

0, 1, 2, 3 
die Zahlen 

1. 2, 4, 3 

entsprechen, so verlheilen sich die vier Wurzeln r, r^, r^, r* 
der Gleichung 

(1) |^ = a:4 + a:3 + a;^ + a? + l=0 

in die beiden Perioden 

welche Wurzeln der quadratischen Gleichung 

^^ — (*7o + nd^ + ^0*71 = ^ 
sind. Nun findet man aber 

i^Q -f- i/j = r -|- r^ -j- r** 4" ^^ 

d. i. gleich der Summe aller Wurzein der Gleichung (1), also 
gleich — 1, 

ri^fl^ = (r + r^) (r^ -f r^) = r^ + r^ + r + H = — 1, 

die quadratische Gleichung nimmt daher die Form an: 

a;2 -f a; — 1 = 
und hat die Wurzeln 

2 ' 4 » 
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?ofi denen man nach Belieben die eine gleich %, die andere 
gleich 1^1 , z. B. 

% = 2 * ^» ~ 5 

getzen Icann (s. die Bemerliong In Nr. 7 der vorigen Vorlesung), 
indem man die beliebige Wurzel r passend gewählt denkt, näm- 
lich als eine der Wurzeln derjenigen Periode, irelche eben den 

Werth ""^j"^ hat. 

Bestimmen wir nun die Gleichung, welcher die beiden in % 
enthaltenen Wurzeln r und r* Genikge leisten. Diese ist 

a:' — (r + r*)x -f r . r^ — 
oder 

^^ — Va^ +1=0, 
und ihre Auflösung giebt die Wurzeln r und H. Man darf setzen 



?+/¥-!• 



ein Ausdruck, der durch Substitution des Werthes von i^^ die 
Gestalt annimmt: 

'^ 4 • ' 

Von den beiden Werthen ti^, i^i ist offenbar der erstere po- 
sitiv, der zweite negativ. Da nun, wenn r = cos -r — |- 1 sin -^ 

gesetzt wird, % und 17, in 2 cos -~ und 2 cos -^ resp, über- 
gehen , wird man A: «» l oder A: =» 4 wählen müssen , um der 
getroffenen Wahl von % zu genügen. Man darf also 

Sic 2iK 24K 

r = cos -r- -f- I sin -^ und i|q = 2 cos -^ 

setzen. 

Die Aufgabe, den Kreis in fünf gleiche Theile zu thellen, 
gestattet nach Nr. 11 der vorigen Vorlesung eine Lösung mittels 
Cirkel und Lineal. Man kann z« B. folgendermassen verfahren: 
In dem zu theilenden Kreise (Fig. 1} werde der Radius als Ein- 
heit genommen, zwei auf einander senkrechte Durchmesser AB, 
CD und in A, D die Tangenten gezogen, welche sich in 5 schnei- 
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den; man halbire AS in E und verbinde i^mit dero Olittelpunkte 
des Kreises» so ist 

Schlägt man nun mit OE um E einen Kreis, der JS in F trifft, 
so ist 



^-P — i /ö — i = % — 2 cos 



2n 



folgUch 
AG 



»«.1. 



cos — , 



6 

wenn man durcii die 
Parallele OG zu J? J^ die 
Streclie AF in G bal- 
birt Die Parallele 6 J77 
m AB schneidet dem- 
nach den Kreis in zwei 
Punkten ff, J, Ton 
denen jeder ein Eck- 
punkt des Fünfecks ist, 
welches man erhält, in- 
dem man Cff oder CJ 
zu wiederholten Malen 
In die Kreisperipherie 
einträgt. 

2. Ais zweites Bei- 
spiel wählen wir den 
Fall p aa 13. In diesem Ist p 
der Gleichung 

a?— 1 




— 1 B 3 . 2 . 2, die Auflösung 







kommt also nach Gauss* allgemeiner Methode darauf zurück, suc- 
cessive eine cubische und zwei quadratische Gleichungen aufzu- 
lösen. Bei der Wahl der Zahl 6 als primitive Wurzel (mod. 13) 
findet man die Indices 

0, 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9. 10, 11, 

und die Zahlen 

1, 6, 10, 8, 9, 2, 12. 7, 8, 6, 4, 11 
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einander entqtrechend. Sind nun zunächst i;«, iji, % ^^^ ^'*^ 
Perioden von ^-^— «= 4 Gliedern, so erhält man 

^^ «Bsa r -f- ^^ + ''^^ + ''*» iy, «=s r* + »^ + ^^ + ''^ 

fl^ c« r^o ^^2^^^ ^11 

als Wurzeln der cuhisciien Gleichung: 

Zunächst ist nun wieder der erste TioerGcient 

^0 + ^1 + ^^a = — ^• 
Die beiden andern CoSrficienten der Gleichung aber ergeben sich 
leicht, wenn man die in Nr. 6, 1 der vorigen Vorlesung ange- 
gebene Methode zur Multiplication zweier Perioden benutzt. Hier- 
nach findet man nämlich die Gleichungen: 

^2^0 = % + ^! + ^ly, 

und daraus 

VqVi + »^1^2 + V2V0 = 4 (i/o + »?i + 1^2) = — 4, 

%*?!% = %% + 217^1/1 + 1^0 ^2 = ^• 

Die cubische Gleichung erhält daher die Gestalt: 

Ä^ -f- a:^ — Ax -j- 1 = 0. 

Nachdem man dieselbe aufgelost hat» was bekanntlich stets 
möglich ist, sind tio, rj^, 172 als bekannt anzusehen und nunmehr 
in die sechs kleineren Perioden V von nur zwei Gliedern zu zer- 
legen. So zerfällt % in die beiden Perioden 

welche die Gleichung 

befriedigen« Da in dieser 

n\ + V3 " % «nd V0V3 = nx 

gefunden wird, nimmt sie die Form an: 

x^ — i^o« + i?i = 

und iSsst nun durch AuHösubg die Perioden r(^^ rf^ finden. Nach- 
dem dies geschehen, bilde man endlich die quadratische Gleichung 
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Qp" — (y* + r^') a: -f" '^ • ''^^ *=* 
mit den Wurzeln r, r^^ aus denen die Periode rl^ besteht» und 
welche so geschrieben werden liann: 

und durch die lieliannte Auflösungsregei der quadratischen Gleich- 
ungen zur Kenntniss der gesuchten GrJVsse r ffihrt. 

3, Wir wollen endlich p «» 17 annehmen, also die 
Aufgabe stellen, in den Kreis ein regelmässigesSieben* 
zehneck einzutragen. 

Die Aufgabe kommt darauf zurück, die Gleichung 

X — 1 

aufzulösen. Nach der Gauss ischen Methode müssen vor Allem die 
Perioden gebildet werden, und dazu ist die Wahl einer primitiven 
Wurzel g für den Modulus 17 nothwendig. Eine solciie ist aber 
^ =: 3 und zwar entsprechen den Potenzen 

1, flf, g\ g\ ^, g\ g\ g\ g\ g\ g'\ g'\ g'\ g'\ g^\ g'^ 

oder den Indices 

0, 1, 2, 3, 4, ö, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 
hier die Zahlen 

1, 3, 9, 10, 13, 6, 15, 11, 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2. 6 

als kleinste positive Reste jener Potenzen von $f s= 3 (mod. 17). 

Man zerlege nun p— l»si6 in die vier Factoren 2.2.2.2. 
Bildet man dann zuerst zwei Perioden %, ri^ von acht Gliedern, 
so flndet man 



ri^^r + r^ '\'r^^ + r^^ + r^« -f r» + r^ + 



r 



2 



iy, «= r» H- H« + r» 4- r" + r«* + r» + H^ ^ ^^ 
Diese sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

«^ — (^0 + ^l) ^ + ^0^1 ■=» Ö. 

Es ergiebt sich sofort 170 -f- i^i als Summe aller Wurzeln der 
Gleichung 

a;^« + a:^* + ar^* + • • • + ^ + ^ + 1 = 
gleich — 1. Für das Product der beiden Perioden aber findet 
man nach der in Nr. 6, 1) der vorigen Vorlesung angegebenen 
Multiplicationsmethode leicht den Werth 

^0^1 ='*(% + ^i) — — 4. 
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Die Perioden %, ^, sind also die Warzeln der Gleichung 

d. i. gleich 

=l±m und 1^1=1^. 

Man darf einen beliebigen dieser Werthe mit ij^ den andern mh 
Uli bezeichnen, also z. B. 

W % — S ' ^1 2 

setzen, indem man die Wurzel r passend gewählt denkt. 

Nun zerlege man jede der achtgliedrigen Perioden in zwei 
kleinere von vier Gliedern: 

il',==r» + r"+r» + r«, iy\ — r^o ^ ^ii ^ ^7 _^ ^, 

Die Perioden i}^» Vt, welche die Periode % zusammensetzen, 
ebenso die Perioden Vn v\f >U8 denen i|| besteht, leisten je 
einer Gleichung zweiten Grades Genüge, deren Co^lficienten zwar 
nicht mehr rationale Zahlen, aber doch rational durch die Perio- 
den i}0, rix ausdrflckbar sind, nämlich den beiden Gleichungen 

denen man leicht folgende Gestalt giebt: 

x^ — %« — 1 ■=» 0, x^ — fi^x — 1 =« 0. 
Die Wurzein der erstem sind: 

x = '^±j/f+h 
die der zwdCen: 

und man darf setzen 

(3) il',-? + ^^*+l. Va-^-Z^+l. 

Um jedoch zu entscheiden, wie die Perioden rf^ fi\ den Wurzeln 
der zweiten Gleichung zugeordnet werden müssen, bedienen wir 
uns eines von Gauss angegebenen Hilfsmittels. Bildet man näm- 
lich nach der bereits mehrfach erwähnten Methode das Product 
(^'o — Vj) (^'i "~ V^> so findet man die Gleichung 

(n\ — 'n^ (Vi — n\) — 2 (i^^ — ni) 

c:der: 
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+/¥+*• ('''» - '»'^^ = + y^' 

da hiernach fi\ — fi\ positiv sein muss» so ist zu setzen: 

(4) V, = ^ + jK¥ + l. Vs^l^-^f + 1. 

Nun müssen die viergliedrig^n Perioden weiter In die zwei- 
gliedrigen zerlegt werden, deren Ausdröcl(e sind: 

V'o=r+r^», 1,-i=^3+r^^ V',=:r«+r«. ^'3=^''+'-'' 
,y"^«:H3+r*, V'5«=r*4-H^ ,y"^=r«*+r^ V'7='-" + ''^- 
Diejenigen je zwei Perioden f{\ welche eine Periode rf zusammen- 
setzen, sind immer Wurzeln einer quadratischen Gleichung, deren 
Coefficienten rational durch die Perioden tf ausgedrückt werden 
können. Alle diese Gleichungen lassen sich leicht bilden, und 
mit Hilfe des erwähnten Gauss Ischen Princips können auch ihre 
Wurzeln ohne jede Zweideutigkeit angegeben werden. Es genügt 
jedoch zu unserm Zwecke, eine einzige dieser Gleichungen zu 
betrachten, z. B. diejenige, deren Wurzeln i^'^, rf\ sind, und 
für welche man flndet 

^ — (V + n\) ^ + n'o • n\ = o 

oder 

(5) x^ — ri\x + rfi = 0. 
Hieraus kann rf\ bestimmt und gesetzt werden: 

Endlich gelangt man zur Kenntniss der Wurzel r selbst, indem 

man eine quadratische Gleichung auflöst, welche die, die Periode 

V'0 bildenden Grössen r, r^^ zu Wurzeln hat, nämlich die Gleich* 

ung 

a:^ — (r + r*«) ar -f r . r^« = 
oder 

x^ — rf'QX + 1=0, 
aus welcher 

— ¥+/¥-! 

sich ergiebt. — 

4. Die Primzahl p = 17 gehört wieder zu denjenigen , für 
welche die Theilung des Kreises allein durch Cirkel und Tiineal 
ausführbar ist. Da die entwickelten Ausdrücke für die Wurzeln 
der Gleichung 

Bachmakn, Lebre d. Kreisth. 5 
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^ ± «r 

X — 1 

ziemlich compiicirt ausfallen, darf maii freilicli nicht erwarten, 
dass ihre Construction eine sehr einfache sei. Von den bekannten 
Coastructionen des Siebenzehnecks soll hier mit leichten Modifi- 
cationen diejenige ref)roducirt werden, welche sich in Serret's 
Handbuch der Algebra, deutsch von Werthheim, 2. Bd., pag. 442, 
findet, da sie den Gang der soeben ausgeführten Rechnungen am 
Deutlichsten hervortreten lässt. Auf eine andere von Stau dl her- 
rührende Construction im 24. Bd. des Crelle'schen J., pag. 251, 
wo auch eine solche für das Fünfeck angegeben wird, werden 
wir nachher zurückkommen. 

Im Voraus mag bemerkt werden, dass nach den Formeln (2) 
die Periode ti^ positiv, i^^ aber negativ Ist. Die Perloden rjf^, ri\, 

n\ dagegen, von welchen die letzte gleich 2 . cos ~~— ist. wenn 

r = cos -jY +« sin — - gesetzt wird, erhalten positive Werthe. 

Man ziehe nun (Fig. 2) in dem zu tlieilenden Kreise mit 
dem Radius 1 zwei auf einander senkrechte Durchmesser AB, 
CD und in A^ D die Tangenten, die sich in S schneiden, und 
mache AE = \ AS, Dann ist aus dem rechtwinkligen Di^eiecke 
EAO: 

OE = Yao^ + AE^ = \ yn. 

Beschreibt man sodann mit OE um E als Mittelpunkt einen 
Kreis, welcher AS \n F und F* schneidet, so ist 



AF^^ EF — EA »- ^ - 2 



2 



AF' = EF' + EA = ^^ «= - 

4 

ferner aus den rechtwinkligen Dreiecken FAO und F'AO: 

OF^y~Ä^l^F^ = }/-■+ 1, 

OF' = Yao'^'^ aW^ = ^^t" + ^• 

Indem man daher um F als Mittelpunkt mit FO. und um 
F' als Mittelpunkt mit F'O zwei Kreise schlägt, welche AS in 
H und H' Ireflen und die Strecke AH durch die zu BH ge- 
zogene Parallele OJ in / balbirt, findet man 
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AH'=Fff' - FA = F'O — F'A = |* + j/vl -(. l = ^^,, 

2 

Nunmehr schlage man über H'S einen Halbkreis und ?er- 

Fig. 2. 




längere u4^ über A hinaus bis zum Durchschnitte IT mit dem- 
selben; dann Ist 

AK^^AH' .AS^n\. 

Wenn man aber um K als Mittelpunkt mit dem Radius Af^ 
einen Kreis schlägt, und von dem Schnittpunkte L desselben mit 

5* 
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der Geraden AS mit demselben Radius den Kreis MKN ziehi^ 

so ist auch 

ÄE^^AM .AN, 
also 

während 



AM.AN^fl\. 



ist. Hiernach sind AM und AN die Wurzeln der quadratischen 
Gleichung (5) und AM als die grössere derselben nach Formel 
(6) gleich i{\. Wenn also endlich P die Strecke AM halbirt, so 

isi A P ^^ COS -T=-, und man braucht nur PQ mit AB parallel 

zu ziehen bis zum Durchschnitte mit dem gegebenen Kreise, um 
einen Eckpunkt Q des Siebzehnecls zu linden, welches man sel- 
ber erhält, indem man DQ 11 Mal in die Kreisperipherie ein- 
trägt. 

Den nächsten Fall, in welchem die Theilung des Kreises 
mittels Cirliel und fJneal möglich ist, wurde die Primzahl p» 257 
darbieten. lieber die Auflösung der entsprechenden Gleichung 
^257 SS ;|^ müssen wir hier auf Richelot's umfangreiche Arbeit 
in Cr eile* s J., Bd. 9, verweisen. Wenn übrigens die Gauss'- 
sche Methode die noth wendige Form der Primzahlen liefert, für 
welche die Kreistlieilung durch Cirkel und Lineal ausführbar ist, 
indem sie letirt, dass p s= 2*" -f- ^ ^^^" müsse, so wird doch 
keineswegs jede Zahl dieser Form einen solchen Fall darbieten, 
da 2»' + 1 w'^l*^ ^ör jeden Werlh von m eine Primzahl ist. 
Zunächst ist dazu erforderlich, dass m eine I^otenz von 2 ist, 
denn, wäre es durch eine ungerade Zahl theilbar, etwa n^=m\2n'{-l), 
so würde nach der Formel 

2»« (2H-0 -j- 1 durch 2**' + 1 theilbar, also eine zusammengesetzte 
Zahl sein. Aber dass auch nicht alle Zahlen von der Form 

2^^* -^ 1 Primzahlen sind , lehrt die Annahme it «=: 5 , denn die 

derselben entsprechende Zahl 

« 

22^ -|- 1 = 4294967297 

enthält den Factor 641. Nach dieser Bemerkung bleibt es auch 
zweifelhaft, ob es unendlich viel Primzahlen giebt, für welche 
Cirke] und Lineal ausreichen, um die Theilung des Kreises zu 
bewerkstelligen. — 
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Anhang. 

Als Anhang zu dieser Vorlesung will ich noch folgende, die 
V. Stau dt' sehe Construction des regulären Siebenzehnecks be- 
treffende Mittheilung des Herrn Professor Schröter, welche er 
mir freundlichst zur Benutzung überlassen hat, hier beifugen, 
indem ich bis auf einige redactionelle Aenderungen ganz seiner 
Darstellung mich anschliesse. 

1. Nach Nr. 3 der 7. Vorlesung kommt es allein darauf an, 
zuerst die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(1) «2 ^ a; — 4 = 0, 

nämlich die beiden Perioden 

(^) ^0 = Y ' Vi = 2 ' 

sodann die Wurzeln jeder der beiden quadratischen Gleichungen 
(3) a;^ — tjqX — 1=0, x^ — ri^x — 1 = 0, 

d. h. die Perioden 

einerseits, und die Perioden 

(5) V.=|' +/¥+!. i»',-¥-/¥+~l 
andererseits, endlich die Periode 

(6) v'o^'^+y^-Vi, 

welche gleich 2 cos -— ist und die quadratische Gleichung 

(7) x^ — r^'^x + vi\ = 

befriedigt, zu construiren. Es handelt sich also um die 
geometrische Construction der Wurzeln quadratischer 
Gleichungen, und diese kann stets vermittelst der 
Durchschnittspunkte einer geraden^Llnie mit einem 
Kreise in folgender Weise ausgeführt werden: 

Nehmen wir zwei parallele Tangenten eines Kreises mit dem 
Radius 1 (s. d. Tafel Fig. 1), welche in den Endpunkten eines Durch- 
messers C2> berühren, und möge eine beliebige Transversale den 
Kreis in den Punkten E, E^, die beiden parallelen Tangenten in 
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den Punkleo c und d treffen; ziehen wir die Linien CE, CE^^ 
welclie Dd in e und e, treffen, ebenso DE, DE^, welche Cc in 
t und t^ hegegnen, so bestehen zwischen den auf den beiden 
parallelen Tangenten abgeschnittenen Stücken einfache Beziehun- 
gen, welche wir ermitteln wollen. 

Da die Polare von c durch C und den vierten haimonischen 
Punkt zu c, E, El gehen muss, so wird sie die Tangente J)d m 
einem solchen Punkte m treffen, welcher zu e, ^| und dem un- 
endlich entfernten Punkte harmonisch liegt, d. h. m wird die 
Mitte von ee^ sein, und wir haben also 

{ {De + De{} = Dm. 

Weil aber die Polare von c senkrecht steht avti cM, so sind die 
Dreiecke cCM und CDm ähnlich, also 

Cc:CM = DC: Dm, d. h. Dm «= ^. 
also 

(8) De + De,^-^y 

In gleicher Weise erhalten wir andererseits 

CS + C*. = l^. 

Es sind aber die Dreiecke tCD und CDe ähnlich, da Ce auf 
DE oder Ds senkrecht steht, also ist 

4 



und ebenso 



also folgt 



C^: CD = DC: De, d. h, C« «^ , 

Miß C 



^^i = h 



De "^ De^ Dd 

und hieraus, nach der Beziehung (8): 

(9) De . De, = i^. 

Fassen wir nnxi De und De^ als Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 

(10) x^ —px + q = 0, 

so werden deren Coefßcienten />, ^ als Summe und Product der 
Wurzeln durch die Gleichungen (8) und (9) bekannt, nämlich 
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ßein. 

Umgekehrt, wenn die Gleichung (10) gegeben ist, 
so construirt man ihre Wurzeln, indem man aus den 
Gleichungen (11) auf den parallelen Taugenten in C 
und D zwei Punkte c und d bestimmt, deren Verbin- 
dungslinie den Kreis in solchen zwei Punkten E, Ei 
trifft, welche, mit C verbunden, auf der Tangente in 
i> die gesuchten Wurzeln als die Abschnitte De und 
De^ liefern. 

Was die Realität der Wurzeln anbetrifft, so ist die 
Bedingung dafür auch geometrisch leicht zu fixiren. 
Offenbar werden die beiden Schnittpunkte E, E^^ reell sein, wenn 
das abgeschnittene Stück Dd kleiner ist als dasjenige Stück ßd, 
welches die zweite, aus c an den Kreis gelegte Tangente auf/>flf 

abschneidet; und da JDd = j^^- ist, so folgt als Bedingung für 

reelle Schnittpunkte : 

Cc . Dd <1. 

Liegen also c und d nach entgegengesetzten Richtungen hin 
auf den beiden parallelen Tangenten, so werden die Wurzeln 
immer reell sein, weil das Product Cc . /^r/ negativ wird; liegen 
sie nach gleicheu Richtungen hin, so werden die Wurzeln nur 
dann reeil sein, wenn das Rechteck aus den beiden Abschnitten 
Cc, Dd kleiner als das Quadrat des Kreisradius ist. — 

2. Auf Grund dieser allgemeinen Betrachtungen lassen sich 
nun die Wurzeln der quadratischen Gleichungen (1), (3) und (7) 
successive construlren (s. Fig. 2). 

Für die erste dieser Gleichungen hat man 

'^0 + ^1 = — 1» %^i — —4=; 
vergleichen wir diese Relationen mit den Gleichungen (8) und (9), 
so haben wir Cc == — 4, i>rf=-j-4 zu setzen. Wir tragen 
also auf die Tangente in C nach einer Seite hin das Stück Cc 
gleich dem doppelten Durchmesser des Kreises, auf der Tangente 
in D nach der entgegengesetzten Seite hin das gleiche Stück Dd 
ab, ziehen cd, welche Linie den Kreis in E und E^ treffe , und 
ziehen CE, CE^p welche Dd in e und e^ treffen; dann sind De 
und De^ die Wurzeln unserer ersten quadratischen Gleichung, 
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uod zwar wird, wenn wir Cc als die negative, Dd als die posi- 
tive Richtung aufTassen, De die positive, De^ die negative Wurzel, 
also 

2>ö — I/o, i>«i==i?i 
sein. 

Die zweite aufzulösende quadratische Gleichung ist in den 

Formeln enthalten: 

Vo + V2 = ^0» Vo • V2 = "" 1» 
und dies zu vergleichen mit den Relationen (8) und (9) oder, 
indem wir, um Verwechselung zu vermeiden, c und d' an Stelle 
von c und d setzen und zugleich f und f2 anstatt der früheren 
Buchstaben e und e^, mit den folgenden Gleichungen: 

Hieraus ist zunächst c leicht zu finden, da ^/ :=: De, also 

Cc 9^^ ist. Wir haben nur nöthlg, DE zu ziehen, welches 

die Tangente in C in dem gesuchten Punkte c treffen muss. 

Um den zweiten Punkt d' zu finden, bemerken \nr, dass, 
wenn c(t den Durchmesser CD in p triflt, 

Cc : Di =Cp: Dp 
sein muss, also 

Cp ~_4 Cc^ 

Dp 1 1 • 

wodurch der Punkt p bestimmt wird ; wir tragen auf die Tan- 
geute in D nach der positiven Seite den Radius des Kreises gleich 
DJ auf, ziehen Je, welches in p den Durchmesser CD triUl, 
dann wird c p den Kreis in zwei Punkten F und Fj treffen, CF 
und CF^ aber die Tangente in D in den Punkten f und f^ , so- 
dass Df und Df^ die gesuchten Wurzeln sind ; und da Df posi- 
tiv, Df^ negativ zu schätzen ist, findet sich 

In ganz gleicher Weise ermitteln wir die Wurzeln der zwei- 
ten Gleichung (3) aus den Relationen 

Vi + n% =« nv n\ • V3 = — 1» 

indem wir nur an Stelle des Punktes E den Punkt E^ wählen; 
wir ziehen also DE^^ welches die Tangente in C im Punkte c" 
treffe, und ziehen o"/>; durch die Schnittpunkte dieser Geraden 
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mit dem Kreise, welche F^ und ^3 heissen mögen, ziehen wir 
CF^ und CF^, welche die Tangente in D in den Punkten ^ und 
f^ treffen. Dann ist, da (nach Vorlesung 7) fi\ positiv, ri\ nega* 
tlv ist. 

Jetzt bleiben nur noch die Wurzeln der quadratischen Gleich- 
ung (7) zu construiren, d. i. einer derjenigen vier Gleichungen, 
denen die zweigliedrigen Perioden genügen. Man hat aber 

^ + -»? 4 "=' ^0 = ^A ^ • ^ 4 = ^ 1 = ^A- 

Vergleichen wir dies mit den allgemeinen Formeln, in welchen 
wir an Stelle von c und d die Buchstaben c" und i", und an 
Stelle von e und e^ die Buchstaben h^ und ^4 setzen wollen, so 
haben wir 



J>h + I>^i = ^^' = I>f> J>hx Dh^ = 4 . ~.>. = !>/•,. 

Hieraus ergiebt sich sogleich die Construction des Punktes c"\ 

da Cc'' = -^ Ist; wir brauchen nur D J^ zu ziehen, welches die 

Tangente in C in dem gesuchten Punkte c" treffen wird. Um 
d!" zu finden, bemerken wir, dass, wenn c"ä" den Durchmesser 

CD in Qi trifft, das Verhältniss ^^ ersetzt werden kann durch 

^, und gleich ist ^; tragen wir daher auf der Tangente in 

C nach der positiven Seite hin den doppelten Kreisdurchmesser 
Ck auf und ziehen kf^, so muss dies den Durchmesser CD in 
j^i treffen, und die Verbindungslinie c"'g^ wird den Kreis in sol- 
chen zwei Punkten iT, und B^ schneiden, dass ihre Verbindungs- 
linien mit C, nämlich CB{ und Cff^, die Tangente in D in den 
Punkten h^ und h^ treffen, und 

-ÖÄj = 1^ = 2 COS -^, 2>Ä4 = ly 4 = 2 cos -^ 

werden, wenn Ar, k' passend zu wählende ganze Zahlen bezeich- 
nen. Die Linien CHy und CJTi treffen somit den zu den beiden 
Tangenten in C und D parallelen Kreisdurchmesser ^^ in zwei 
Punkten k^ und k^, deren Abstände vom Kreismittelpuukte 
halb so gross sind, als Dh^ und Dh^, es ist also geradezu 

OA:i = cos-£^, 0A:4 = cos-j^« 

Die Perpendikel in k^ und k^, auf dem Durchmesser AB stehend, 
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werden daher den Kreis in Eckpunkten des gesuchten regnliren 
Siebeiizehnecks treffen, dessen erste Ecke Ä ist. 

Die drei äbnlichen quadratischen Gleichung^] lassen sieb nun 
in ganz gleicher Weise behandeln, wenn wir nur an Stelle von 
f und /*! successive/, und f^, f^ und Z^, f^ und f treten lassen. 
Verfahren wir sonst genau wie zuvor, so erhalten wir auf dem, 
von € abgewendeten Halbkreise neben den Punkten H^ und H^ 
noch sechs andere, von denen aus man zu allen sechszehn , von 
A verschiedenen, Ecken des Siebenzehneckes gelangt. 

3. Es bleibt jetzt nur noch übrig, die einseinen Construc- 
tionen zu einer möglichst conipendiösen Vorschrift fiir die auszu- 
führende Zeichnung des reguUren Siebenzehnecks zusammenzu- 
fassen; diene wurde folgendermassen lauten^: 

In einem Kreise mit dem Radius 1 sind zwei zu 
einander senkrechte Durchmesser ÄB^ CD gezogen; 
in C und D werden Tang'enten an den Kreis gelegt, 
auf der Tangente in C nach rechts das Stück Cc, nach 
links das Stück Ck gleich dem doppelten Kreisdurch- 
messer abgetrag'en, auf der Tangente in D wird nach 
links das Sti'ick DJ gleich dem Radius und ebenfalls 
nach links das Stuck Dd gleich dem doppelten Kreis- 
durchmesser abgetragen. Sodann zieht man cd^ wel- 
ches den Kreis in E und E^ trifft^ sodass die Punkte 
d, E, J?,. c auf einander folgen; man zieht DE, DE^, 
welche die Tangente in C in e und C| treffen; ferner 
möge cJ den Durchmesser CD in p schneiden, dann 
werden die Verbindungslinien ip und e^p den Kreis 
in den Punkten F, F^ und F^, F^, in der Reihenfolge 
B, F, p, F^ und fj, Fj, p, F^ treffen; die vier Strahlen CF, 
CF^, CF^, CF^ treffen die Tangente in D in den vier 
Punkten f, /,, /i, f^, die vier Strahlen DF, DF^, DF,^, 
DF^ die Tangente in C in den Punkten tp, 9,9 tp^* ^-i* 
die vier Strahlen kf, kf^, kf^, kf^ den Durchmesser 
CD in den Punkten 9, (/j, g^, g^ Man ziehe die vier 
Verbindungslinien tpg^, 9>|</2> 929^» 9z9* welche dem 



*) Es erschien nicht nöthig, noch eine besondere Figur dieser Con- 
struction beizuffigen, da nach den vorhergehenden Betrachtungen es 
Jedem leicht sein wird, dieselbe nelbst hensustellen. 
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Kreise in den vier Piinktpaaren H^, H^\ H^, n^\ H.^, H^\ 
H^, H^ begegnen; die acht Strahlen CH^, CH^, . . . CH^ 
treffen den Durchmesser AB in den acht Punkten Atj, 
k.^, ... Arg. und endlich schneiden- die» auf AB in diesen 
Punkten errichteten Perpendikel den Kreis in 16 
Punkten, welche mit dem» nach links liegenden End- 
punkte udf des Durchmessers die Ecken des, dem Kreise 
einbeschriebenen Siebenzehnecks bilden. 

Diese Construction weicht nur in einigen unwesentlichen 
Punkten von derjenigen ab» weiche v. Staudt im 24. Bande des 
Cr eile'schen Journals pag. 251 ohne Beweis mitgetheiit hat» und 
von der» wie es scheint, kein Beweis verölfentlicht ist» vielleicht 
deshalb, weil ein leicht erkennbarer Druckfehler (in der zweiten 
Zeile statt P zu setzen D) von der Ausführung der Construction 
abgeschreckt hat. Bei v. Stau dt 's Auflösung werden bei der zu 
Grunde liegenden quadratischen Gleichung die reciproken ^Vertlie 
der Unbekannten eingeführt» was die Gleichungen 

JL 4- J_ = J- 

De * Dei I)d 

Jl . *_ _ ?^_ 
De ' Öe^ ADd 

ergiebt» und bei Anwendung dieser Formeln müsste für die Con- 
struction der ersten quadratischen Gleichung 2^ r/= — l, Cc=16 
gesetzt werden» wie es bei t. Staudt der Fall ist; in ähnlicher 
Weise modificirt sich die Construction der übrigen quadratisclien 
Gleichungen. Die hier mitgetheilte Construction dtirfte sich in 
praclischer Beziehung mehr empfehlen, weil sie ein kleineres 
Operationsfeld beansprucht. (Diese Mittheilung des Hrn. Schröter 
wird nächstens auch im Grelle 'sehen Journale erscheinen.} 



Achte Vorlesung. 

Algebraisclie Auflösung der Hil&gleicliTingeB. Die Resolvante 

und ihre Eigenschaften. 

1. In dieser Vorlesung soH gezeigt werden» dass die Hilfä- 
gleichungen, auf welche wir in der 6. Ybrlesung die Gleichung 
X =^0 reducirt haben» vaiä welche zur Bestimmung der Perioden 
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von kleinerer Gliederzabi miUelst der Perioden von grösserer 
Gliederzabi dienten, elienso wie die Gleicbuog X^sO selbst al- 
gebraisch auflösbar sind. Verständigen wir uns biezu vor Allem 
darüber, was unter algebraischer Auflösung zu verstehen sei. 

Man nennt eine Gleichung algebraisch auflösbar, 
wenn ihre Wurzeln aus den bekannten Grössen gebil- 
det werden können, indem man ausser den rationalen 
Operationen allein dieOperation der Wurzelausziehung 
benutzt. Der Ausdruck ihrer Wurzeln wird also eine gewisse 

Anzahl von Radicalen enthalten von der Form W = yj, worin 
T eine rationale Function der bereits bekannten Grössen und 
daher selbst als bekannt anzusehen ist; W dagegen ist bestimmt 
als Wurzel einer reinen Gleichung, nämlich der Gleichung o:" = 7. 
Hieraus Ist ersichtlich, dass die Wurzel einer algebraisch auflös- 
baren Gleichung bestimmt ist, wenn man eine gewisse Anzahl 
von reinen Gleichungen aufgelöst hat, oder dass jede algebraisch 
auflösliare Gleichung auf reine Gleichungen zurückgeführt werden 
kann. Umgekehrt, wenn es möglich ist, eine Gleichung auf reine 
Gleichungen zu reduciren , so wird sie algebraisch auflösbar sein. 

Nun haben wir gefunden, dass diejenigen e Perioden, welche 
eine der /-gliedrigen zusammensetzen, einer Gleichung vom Grade 
e genügen, deren CoefBcieoten lineare Functionen der /'•gliedrigen 
Perioden sind. 

Letztere sollen als bereits gefunden vorausgesetzt und dann 
soll gezeigt werden, dass jene Gleichung e^^**^ Grades auf reine 
Gleichungen desselben Grades zurückgeführt werden kann. Dazu 
genügt die genauere Untersuchung eines Ausdruckes, auf dessen 
Wichtigkeit für die Auflösung der Gleichungen zuerst Lagrange 
aufmerksam gemacht hat"*), der sogenannten Resolvante. 

Dieselbe hat hier zum Ausdrucke: 

r -|. ar^ -f «2 . r^" -f . . . + uf-^ . r^""^^% 

worin u eine Wurzel der Gleichung af' ^^\ sein soll, und ent* 
hält offenbar nur dirjcnigen e Perioden von f Gliedern, welche 
die Periode i/^ zusammensetzen, da z. B. die Potenzen 

*) Lagrange, in den Abbandlungen der Academie za Berlin, von 
den Jahren 1770 and 177 i, sowie in seinem traitd de la r^solation des 
^quations namdriques. 
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wegen der Gleichungen: 

denselben CoellQcienten haben. Wir wollen sie mit (a, nf^) be- 
zeichnen also setzen: 

(1) («» n'o) -= Vq + «V# + «' . Va^ + . . . + «*"* . i;V~ik- 
Ersetzt man hierin r durch r^, so gehen die Perioden i^'^, V«, 

^'2*. ... i;%'-ivf in rfk, Vh^» Va+ä?. . . . Vhk*'-!)«? ober; der 
aus (1) hervorgehende Ausdruck kann also passend mit («» 174) 
bezeichnet werden, da er aus rf/k ebenso entsteht, wie (er, ^'q) 
aus i]q. Für A «s e findet man so leicht als fundamentale 
Eigpenschaft der Resolvante die Beziehung: 

(2) («, V*) = «~^- («» Vq)> 

aus welcher sich allgemeiner für jeden Werth von h: 

(3) (a. fifjj - o-* . («, i^'o) 
sowie die Gleichung: 

(4) («.'ijV = («. ij'o)'' 

d. i. der Umstand ergiebt» dass (er, 7i\Y' bei der Substitution Ton 

r^ statt r sich nicht ändert. Nach Nr. 5 der 6. Vorlesung ist 
also die e^^ Potenz der Resolvante eine lineare Function der f- 
gliedrigen Perioden, deren Coefficienten ganze und ganzzahlige 
Functionen von a sind. Wenn man daher annimmt, die Gleichung 

(5) a-^ = 1 

sei bereits aurgelöst, sodass a zu den bekannten Grössen zu rech- 
nen ist, ebenso wie die /'-gliedrigen Perioden, so wird die e'^ 
Potenz der Resolvante ebenfalls als eine bekannte Grösse anzu- 
sehen sein, die wir mit T bezeichnen wollen; die Resolvante 
selbst dagegen bestimmt sich als eine Wurzel der 
Gleichung: 

(6) af' = T. 

Nun scheint es fraglich, welche Wurzel dieser Gleichung 
man für (a, rf^) zu wählen hat, indessen überzeugt man sich 
leicht, dass man eine beliebige dafür annehmen darf, wenn unter 
a eine primitive Wurzel der Gleichung (5) verstanden wird. In 
der That sind einerseits die Grössen: 

(7) («, rfo)» («. ne)f • • • («. V(*'-i>*) 
sämmtliche Wurzeln der Gleichung (6), denn sie haben erstens 
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gieiche e^* Potenzen und sind zweitens unter einander verschie- 
den, weil sie $ich nach Gleichung (3} wie die, unter einander 
verschiedenen Potenzen 1, a~*^, a~*, . . . ir"(*'~^> verbalten. 
Andererseits ist, sobald die /'-gliedrigen Perioden bestimmt sind, 
r noch insoweit willkürlich, als es eine beliebige der Wurzeln 
derjenigen Periode bedeutet, weiche mit t/„ bezeichnet wird. Ist 

aber eine derselben r, so sind die übrigen: r^, r^ , . . . r^^^~^^*, 

und indem man r^, r^, . . . successive statt r wählt, geht 
(a, r/J successive in (a, t/«), (a, rf^g), . . . über, sodass man in 
der That durch passende Wahl von r eine bestimmte Wurzel der 
Gleichung (6) einer beliebigen der Grössen (7) z. B. also («, Vo) 
gleichmachen kann. 

2. Hat man den Ausdruck (a, tf^) bestimmt, wäh- 
rend a eine primitive Wurzel der Gleichung (5) be- 
deutet, so ergiebt sich der ähnliche Ausdruck («", ijo) 
für jeden Werth von it, indem er rational durch jenen 
ausgedruckt werden kann. Denn ersetzt man einerseits in 
der Gleichung (2) tt durch a^ und erhebt andererseits diese 
Gleichung in die (e — n)^ Potenz, so findet man die Gleichungen: 

und durch deren Multiplication: 

(8) (ä-, fi\) . («, v.r'-" =- («^ Vo) • («» Vo)'""* 

d. h. der Ausdruck (a*, rf^) . («, ly'o)*""" ''^^ wieder die Eigenschaft, 
ungeändert zu bleiben, wenn man r durch r^ ersetzt, und ist 
folglich eine lineare Function der /-gliedrigen Perioden mit Coef- 
flcienten, die ganze und ganzzahlige Functionen von a sind. Wird 
diese, als bekannt zu betrachtende Function durch Tu bezeichnet, 
so ergiebt sich: 

(9) («». ,,',) = ^'^ • («, V„)». 

Noch findet man, wenn man a durch die Einheit ersetzt,. 
(1, 7]q) gleich der Summe derjenigen Perioden, welche die Pe- 
riode tiq zusammensetzen, d. i. die Formel 

(10) (1, ri'o) = %• 

Hiernach kann man folgendes System linearer 
Gleichungen aufstellen: 



(11) 
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f V« 4- »/'«• +»»'& + ••• + n'i'-i)' = (1 . v'o) *= % 



t / — 



deren Auflösung unmittelbar die Perioden rf^, rf^, . . . 
V(«'-iK durch bereite bekannte Grössen ausgedrückt 
liefert. Es ist nur nöthig, eine derselben, z. ß. V« ^^ ^^' 
stimmen, da alle übrigen /'-gliedrigen Perioden, wie in Nr. 9 
der 6. Vorlesung erwähnt ist, rationale Functionen derselben sind*). 
Man findet fi\ durch Addition aller Gleichungen (11), da für jeden 
der Wertbe A = 1, 2, 3, . • . e — 1 die Gleichung 

besteht (s. Vorlesung 3, Gleichung (8))» also die Perioden tf^, 
V2e* • . • V<*'~ik *^^ ^^^ Summe verschwinden. So kommt denn: 

(12) n,=-4((l. f,',} + («. Vo) + («*. V'o) + .'■ + («'■-'. »/o)) 



e r— 



WO nach Nr. 1 für Yt irgend ein Werth dieser e*^ ViTurzel ge- 
nommen werden darf. Da es solcher Werthe genau e verschie- 
dene giebt, hat der Ausdruck (12) ebensoviele Wertbe, welche 
die e Perioden Vo» V*» Va*» • • • '^{e'—\\e repräsentiren. Die 
Formel (12) lehrt, was gezeigt werden sollte, dass die 
Gleichung vom Grade e , welcher die Periode i/^ ge- 
nügt, auf die reinen Gleichungen (5) und (6) desselben 
Grades zurückführbar ist. 

Jedoch bleibt hier ein Einwand zu beseitigen, welcher gegen 
die Allgemeingültigkeit der soeben gegebenen Methode zur Be- 
stimmung von Vo g^vnacht werden konnte. Geschähe es nämlich, 
dass J, oder, was dasselbe ist, dass (a, ij'^) gleich Null würde. 



*) nämlich ohne weitere Auflösung einer Gleichung höheren als 
des ersten Grades nach der ebd8. in Nr. 7 angegebenen Methode ge- 
fanden werden können. 



— so- 
so mussten die sämniüichen Ausdrücke T« nach Gleichung (8) 
ebenralis verschwinden» und deshalb wurde die Formel (9) die Aus- 
drucke (a^, rf^) unter einer unbestimmten Form liefern. Es ist also 
zur Ergänzung des Vorhergehenden noth wendig, nachzuweisen, 
dass T niemals den Werth Null erhalten Icann. Dies ergiebt sich 
aber als eine einfache Folgerung aus dem in Nr. 7 der 5. Vor- 
lesung bewiesenen Kronecker'schen Satze. Denn, bedeutet 

(13) Fe'(x) = 

die Gleichung für die prunitiven Wurzeln der Gleichung (5), so 
kann die Gleichung (a, r[^ = als eine solche aufgefasst werden, 
welche eine Wurzel r mit der Kreislheilungsgleichung gemeinsam 
und ganze und ganzzahlige Functionen einer Wurzel der Gleichung 
(13) zu CoefGcienten hat. Da hiernach die beiden Gleichungen: 

(a, iy'^) = 0, rP-i + r^^ + . . . + r -f 1 = 0, 

von denen die erste mittels der zweiten unter den {p — 2)^^" Grad 
erniedrigt angenommen werden kann, zugleich bestunden, müssten 
die beiden Functionen, welche ihre linken Seiten bilden, einen 
gemeinsamen Theiler haben, dessen Coefßcienten nothwendig 
rationale und ganzzahlige Functionen von a sein wurden. Einen 
solchen Factor lässt aber die zweite Function nach jenem Satze 
nicht zu, folglich muss T von Null verschieden sein. 

3. Da T im Allgemeinen ein complexer Werth» also von 
der Form 

R (cos <p -{- i sin g>) 

sein wird, worin R positiv genommen werden darf, so erhalten 
wir 

(cf, rf^Y = Ä(cos 9) -f- I sin g>) 
(14) \ (« , ^'^) _ |/ä . (cos ^'-^ + .• «n ^'J^y 

C / — 

in welcher letzten Formel unter yR der positive Werth dieser 
Wurzel zu verstehen ist. Beachten wir nun, dass «*"*, r~^ resp. 
zu oc, r die conjugirt imaginären Werthe sind, sowie dass durch 

die Substitution von r~* d. i. rff " statt r die Perioden V^, 
Vo • • • V(*-ik in n'p^i* n'p^i . • • • v'i übergehen, 
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SO ¥^ird auch Icn^, Vp^i) 2U {a, 7fQ)con'^%ln imagioir sein, und 

die Gleichung (14) folgende Gleichung: 

(«^^ "^V-i)*^ — Ä (cos 9 — / sin q>) 

unc|, wenn sie mit dieser multiplicirt wird, die nachstehende: 

(15) [(«. n •) . («r». v'^)J - R* 

liefern. Unter Anwendung der Gleichungen (2) und (2 a) aber 
ergiebt sich 

(a, fi\) . U''\ Vg-i )=»{«» Vo) • («^^ Vg^i j 
also ist («, fi\) . («r-^ ??' ^ ) wieder ein Ausdruck, der bei der 

Substitution von r^ statt r sich nicht ftndert, dessen Werth also 
als eine bekannte Grösse anzusehen ist, weiche mit U bezeichnet 
werde. Hiernach liefert die Gleichung (16) die Beziehung: 

wo das Zeichen -f- andeuten soll, dass auf beiden Seiten der posi- 
tive Werth der Wurzel zu nehmen ist, und man findet aus (14): 

(16) («.ij',)- + f^.(cos3L±8*i + ,-8in£lM*»). 

während für h irgend eine der Zahlen 0, 1, 2 e' — 1 gewählt 

werden darf. 

Da nun Vo vermittelst der Formel (12) rational durch (a, Vq) 
und durch bekannte Grössen ausgedrückt worden ist, so ergiebt 
sich der Satz: 

Die Gleichung e^^ Grades, deren Wurzel rf^ ist, 
wird aufgelöst, indem man die Gleichung af'^Bsl auf- 
löst, einen Winkel, der dann construirt werden kann^ 
in e' gleiche Theile theilt und aus einer bekannten 
Grösse die Quadratwurzel zieht. 

4. Die vorigen Betrachtungen können auch dazu 
dienen, die Perioden irgend einer Gliederzahl direct 
zu finden, d. i« ohne erst vorher die Perioden von 
grösserer Gliederzahl, welche aus ihnen zusammen- 
gesetzt sind, bestimmt zu haben. In der That, setzen wir 
1, e, f resp. an Stelle von e, e\ f^ so wird die angegebene Me- 

B^cEXAirir, Lehn d. Kreiith. 6 
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ihode uns die ef-gUeirigen Perioden durch die CMfBcienten der 
Kreislheilungsgleichang selbst ausgedrückt Uefwi. Alles kommt 
nach dieser Methode darauf an, die Resolvante: 

in welcher a eine primiüve Wunel der Gleichung x* t=^l be- 
deutet, zu bestimmen. Denn durch iluren Werth können die ähn- 
lichen Functionen (a', %), (a^ i|J (a^\ ffol nach Formel (9) 

rational mit Hilfe bekannter Grössen, zu denen die Wurzel a ge- 
rechnet wird, ausgedruckt werden, und wenn man {<«,%) und 
diese Functionen bestimmt hat, so liefert die Formel (12) sofort 
für 1/0 den Werth: 

(17) i?o-T öi'^o)+K^o) +(«^%)+•...+(«'-^%))» 

In welchem 

(1. ^o) — ^0 + ^1 + ^2 + + V^-l = — 1 

ist. Der Werth von (a, i^^) selbst aber ist als Wurzel einer reinen 
Gleichung e'^« Grades: 

(18) af^T 

bestimmt, worin T durch bekannte Grössen, nämlich ausser durch 
ganze Zahlen allein durch die Wurzel a, rational ausdrückbar ist. 

Um nach. dieser Methode die Kreistheilungsglei- 
chung selbst direct aufzulösen, muss « »» i, e^^p—U 
f=l angenommen und die Resolvante 

(19) (i», r) «= r -f nofi' + ö'fi'' + + »P-« . rf^'^\ 

in welcher m eine primitive Wurzel der Gleichung 
a^-^^=:*l bedeutet, bestimmt werden. Sie ist aber Wurzel 
einer reinen Gleichung vom Grade p — 1 von der Form : 

(20) x^^ = r, 

wenn unter T eine durch ganze Zahlen und a> rational bekannte 
Grösse verstanden wird. Ist (a,r) durch Auflösung dieser Gleichung 
gefunden, so ergeben sich die Functionen (o^, r) für A »> 2, 3, . . . • p — 2 
als rationale Functionen von {a, r) nach Formel (9), und end- 
lich die Wurzel der Kreistheilungsgleichung nach For- 
mel (12) vermittelst folgender Gleichung: 

(21) r=-^((l,r)-f(ö,,r) + («^r)-f....(«^-"^r)). 



* 
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Für diesen Fall geht der letzte Satz der Nr. ä in den fol- 
genden über: 

Um die Kreistheilungsgletchung aufzulösen, hat 
man nur nöthig, die Gleichung a;'^^»sl aufzulösen, 
einen Winltei, welcher dann constrnirt werden kann^ 
in p — 1 gleiche Theile zu theilen, und aus einer be- 
kannten Grösse die Quadratwurzel zu ziehen. Diese 
Grösse ist p, wie nachher gezeigt werden soll. 

Wenn man h in dem Ausdrucke (a>*,r) die Reihe f, 2f, 3/", 
. . . . (e — i)f durchlaufen lässt und bemerkt, dass o/ eine pri- 
mitive Wurzel der Gleichung af ^=^ 1 ist, welche an Stelle von 
a genommen werden kann, so nimmt der Ausdruck (o^,r) successive 
die Werthe (a, %), («*, %), .... (a'~^ ly^) an. Hau hat also offen- 
bar allein den Werth von (o, r) zu bestimmen, um alle Elemente 
zu erhalten, welche zur Auflösung der Kreistheilungsgletchung 
sowie der Periodengleichungen, d. i. derjenigen ganzzahligen 
Gleichungen, welche die Perioden direct finden lehren, ausser den 
bekannten Grössen nothwendig sind. 

Alles kommt daher darauf an^ die Berechnung des 
Werthes von (co, r) zu ermöglichen, und zu diesem Zwecke 
für den hier vorliegenden Fall: n = l, e' = p — 1, ^«a 1 die. 
Zusammensetzung der mit T und T„ bezeichneten Ausdrücke 
näher zu untersuchen. 

5. Hierzu fuhren die folgenden Betrachtungen. 
Mit Anwendung des Summenzeichens kann man schreiben: 

(22) Kr) = 

Wenn aber (i den kleinsten positiven Rest von ^ (mod. p) be- 
deutet, so ist X «s ind. [i und die in r^^ ssaft* multiplicirte Po- 
tenz von 09 gleich cofi ^^^' ^ ; ferner erhält (i die ganzzahligen Werthe 
1, 2, 3, .... p —1, wenn X die Werthe 0, 1, 2, . . , . p — 2 durch- 
läuft. Indem man also nach steigenden Potenzen von r ordnet, 
kann man auch schreiben: 

{22 a) («*, r) = V'caÄind./i ^ ^^ 

För A B» liefert diese Formel: 

(23) (1, r) — r + r« + 4. ri^i „ _ l. 

6» 
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Wendet man die Gleichung (2 a) aaf den vorliegenden Fall 
an, so wird die fundamentale Eigenschaft der Resol- 
vante (o», r) durch folgende Gleichung: 

j24) (<»*, r9)^car^. (w*. r) 

ausgedrückt, aus welcher sich, svenn h = f, al8oo/a«a eine 
Wurzel der Gleichung af «= 1 und («/, r) >» (a, ti^) ist, durch 
Erhebung zur e^'^ Potenz die Gleichung: 

oder: 

(25) («, ^i)' = («, %)'' 

also, in Uebereinstimmung mit der im Vorigen entwickelten Theorie, 
schon [a, t/o)^ als eine bei der Substitution von K statt r unver- 
änderliche und deshalb durch die bekannten Grössen ausdräckbare 
Function ergiebt; wahrend, wenn As»! gesetzt wird, ans (24) erst 

(26) (a>, r^f-^= (G>, rr\ 

d. i. erst die (p — 1)'' Potenz der Resolvante rational bekannt wird. 
Um aber diese Potenzen und damit die reinen Gleichungen» 
von welchen die Resolvanten abhängen, wirklich zu bestimmen, 
wollen wir das Product 

(«*, r) . (w^, r) 

entwickeln, indem wir unter h, k zwei solche ganze Zahlen ver- 
stehen, deren Summe durch p — 1 nicht theilbar ist Nach For- 
mel (22 a) wird man dies Product als eine Doppelsumme schrei- 
ben können, wie folgt: 

(C»*, r) . (oi*, r) «» V' ^ o,Alnd,/t+A:ind./i' , ,^+/t*. 

In derselben bilden diejenigen Glieder, welchen derselbe Werth 
von (i zukommt, die einfache Summe: 




Da nun, wenn (i alle ganzen Zahlen 1, 2, 3, .... p — 1 durch- 
läuft, gleichzeitig das Product fif$ diesen Zahlen, wenn auch in 
anderer Ordnung, (raod. p) congruent wird, da ferner einander 
(mod. p) congruente Zahlen im Exponenten von r für einander 
gesetzt werden dürfen, und die Indices solcher Zahlen einander 
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gleich sind, so liann man offenbar den Summationsbucbstaben fi 
durch (i^iL ersetzen, wodurch» mit Benutzung der Relation (s. 
4. Vorlesung Nr. 10, 1)): 

ind. (i(A ^ ind. fi + ind. (i mod {p — 1) 

jene einfache Summe die Gestalt: 

annimmt. Dann ergiebt sich zunftchsl: 

Beginnt man nun mit der Summation, welche sich auf ^' bezieht, 
so ist die einfache Summe: 

/TS 

zu bilden, wofür man aus Formel (22a), wenn man darin r^*^ 
statt r und A -|- Ar statt h setzt, folgende Gleichung findet; 

(27) '>^fl,(A+Ar)iiid.M' ^ ^l+/.)/M' _ (0,*+*^ r^+ß)^ 

Unter den Werthen, welche fi erhalten soll, ist nur einer, 
nämlich fi=p — 1, für welchen 1+f^ durch p theilbar ist; diesem 
entsprechend wird der Werth der einfachen Summe gleich 

d. i. (nach 3. Vorlesung, Gleichung (8)) gleich Null, da A-f-^ nicht 
durch p — 1 theilbar ist. Für die übrigen Werthe von f» ist, da 
sich durch wiederholte Anwendung der Gleichung (24): 

oder auch: 

(24a) (m*, r«) — <»-*ia4-'» . («*, r) 

ergiebt , 

Wird dieser Werth in die Gleichung (27) substituirt, so kommt: 

Ai'=£-1 

wo der zweite Factor vom Summationsbucbstaben f^ vftllig unab* 
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hiogig bt, also bei der nun auszuführenden Summation nach f» 
ab gemeinsamer Factor heraustritt, sodass man endlich findet: 

Der Quotient auf der linlien Seite ist also eine 
g-anze und ganzzahlige Function der Wurzel a oder, 
wie man zu sagen pflegt, eine aus der Wurzel a ge- 
bildete complexe ganze Zahl. 

Aus der Symmetrie des -Quotienten in Bezug auf h und k 
folgt, dass die Summe auf der rechten Seite auch durch die 
andere : 

^jij*liid.i'--(M^)üid. (i+v) 

ersetzt werden kann, wovon man sich auch leicht folgendermassen 
überzeugt Man- bestimme v als die positive Zahl, welche kleiner 
ab p ist und der Congruenz fiv^l (mod.p) genügt, so werden 
fft» ir gleichzeitig, wenn auch in verschiedener Reibenfolge, die 
Reihe der ganzen Zahlen 1, 2, 3, •• . .p — 2 durchlaufen, denn 
für die Werthe von ß aus dieser Reihe erhftlt v verschiedene 
Werthe der Reihe 1, 2, 3, ... . p — 1 mit Ausschluss des letzten, 
welcher dem Werthe fftsap — l entsprechen würde, und umge- 
kehrt. Da nun 

ind. fi ^ — ind. v . mod. {p — 1) 
ind. (1 + f*) + *"<'• V ^ ind. (v-^(iv)^ ind. (v + 1) » 
also ind. (1 + f*) ^ — ind. v + ind. (1 + v) 

ist, so ergiebt sich 

A ind. j»— (Ä+Ä) Ind. (1+ft) =Äind. V— (Ä+it) ind. (1+v) mod. (p— 1) 

und folglich die Gleichheit der beiden Summen. 

6. Die Formel (28) verliert ihre Gültigkeit, wenn k^^x — h 
gesetzt wird, da dann die Summe h -{■• k gleich Null, also durch 
p — 1 theilbar würde« Bildet man aber direct das Product 
((»*, r) • (ar^,r), so findet man es als Doppebumme: 

Wenn man nun ganz so verfährt, wie in dem allgemeinen 
Falle, indem man für jeden stehenden Werth von fi an Stelle 
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YOD f» schreibt ^ft und darauf zuerst in Bezug auf f»' summirt, 
80 erbSit man; 

So oft l-|-fi von p verschieden ist, hat die Summe in der 
Klammer den Werth —1, nur forden einzigen Werth/i»rp — 1 
ist sie gleich p — 1, folglich flndet man: 

(C»*,r). («~*.r) «- p.coÄind.(|»~l) _ ^qy*ind.Ai, 

Nun ist ind. {p — 1)cbb?— -, und aus 

/ izl \ / tri. \ 

folgt « * «» — 1, da sonst lo nicht eine primitive (p — 1)'^ Ein- 
heitswurzel sein wurde. Ist ferner h durch p — 1 nicht theilbar, 
so ist die Summe offenbar gleich 

1 + itt* + «^ + ^ io<i^)* — . ^ «= 0, 

» — 1 

weil, indem f» die Reihe 1, 2, 3, . . . . p — 1, ind. ft die Reihe 
0, 1, 2, ....p — 2 durchläuft. Man findet also» sobald A 
durch p — 1 nicht theilbar ist, die Gleichung: 

(29) (o*, r) . {«-*, r) «» {— 1)* , p. 

Später werden wir auf diese wichtige Formel mehrfach zu* 
ruckzukommen Gelegenheit haben; hier wollen wir sie nur be- 
nutzen, um durch Verbindung mit der Formel (24 a) dem in Nr. 4 
gegebenen Versprechen zu genügen. Ersetzt man in (29) die 
Wurzel r durch r^^, muUiplicirt die entstehende Gleichung mit 
(29) und setzt Aasl, so ergiebt sich: 

(», r) . {(ur\ r-i) . (iii-\ r) . (». r^^) = p\ 

Hierin sind aber die beiden Factoren (o); r) . {eir^^ r~^) und 
[<ar\ r) « (od, r-^) einander gleich, wie leicht aus (24 a) abzuleiten 
ist, und ab Producte zweier offenbar conjugirt imaginärer Grössen 
auch positiv. Zieht man also aus beiden Seiten der vorhergehen- 
den Gleichung die Quadratwurzel aus, so ergiebt sich: 
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das Product (09, r) . {ojr\ r-^) tritt aber genau an die Stelle der 
Grösse U, wenn die in Nr. 2 auseinandergesetzte Methode auf den 
Fall e asa 1, ß' «B p — 1, z' «s 1, d. i. lur Auflösung der Kreis- 
theilungsgleichung selbst angewendet wird. 

7. Die Formeln (28) und (29) führen nun zu einer 
andern sehr wichtigen Formel, welche uns alle Ele- 
mente liefern wird, deren man zur Auflösung der 
Kreistheilungs- und Periodengleichungen bedarf. 

Nehmen wir A: = n^, so wird die Summe auf der rechten 
Seite der Gleichung (28) eine ganze und ganzzablige Function 
?on m^ oder, wie wir sagen wollen, eine aus co^ gebildete com-* 
plexe ganze Zahl, die mit ^«(oo^) bezeichnet werden mag, sodass 
jene Gleichung die Form annimmt: 

(30) (w*, r) . (10^, r) — (oCH-DA, r) . if;«(«*), 

worin wir voraussetzen, dass keine der drei Zahlen h, nh, [n-\-l)h 
durch p — 1 theilbar ist. Bildet man diese Gleichung für 
n SB 1, 2, 3 .... m — 1, multiplicirt alle entstehenden Gleichun- 
gen in einander und hebt die gleichen Factoren aus beiden Seiten 
heraus, so ergiebt sich die erwähnte Formel: 

(31) ((»*, r)« — (»«-*, r) . 1^1(0.*) . if;j(a>*) .... ^^t{m% 

Setzt man nun A-»!, so darf man in der Gleichung (30) för 
n alle ganze Zahlen 1, 2, 3, • . . . p — 3 wählen, ohne dass eine 
der Zahlen A, nA, (n-|-l)A durch p-^1 theilbar wurde; also 
geht aus der vorhergehenden Fundamentalgleichung 
die folgende her?or: 

(32) (p, r)« = (m\ r) . tf;,(w) i/;jj{a») t'«-i(cö), 

welche ftir alle m, die kleiner als p — 1 sind den Werth 
des Ausdrucks (co^S r) rational durch (o», r).und bekannte 
Grössen ausgedrückt liefert. 

Um die reine Gleichung zu finden, durch welche (co, r) selbst 
bestimmt wird, setze man m «» p — 2, und verbinde die so aus 
(32) entstehende Gleichung: 

(w, r)P~» =- (»?->, r) . t/^i (») . -^2(0) t|i-3(w) 

durch Multiplication mit der Gleichung: 

(w, r) . (o)!^«, r) — — p. 
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welche für A »» l aus (89) sich ergiebt, so entsteht die ge- 
suchte Gleichung: 

(38) («, r)P-* — ~p . %{c9) ^2(0)) VP-4W5 

auf deren Auflösung alles Andere zurückkommt. 

Nun ist zwar in Nr. 4 bemerkt worden, dass (a, i^o) °^^ 
die fthnlichen Functionen durch (o, r) und bekannte Grössen aus- 
gedrückt werden können, und zwar geschieht dies ebenfalls mit 
Hilfe der Formel (32), wenn statt m die Werthe f,2f, ..., (e—l)f 
genommen werden. Indessen mag gezeigt werden, wie 
die Gleichung (31) dazu benutzt werden kann, auch 
die reine Gleichung (18) zu bestimmen» aus deren Auf- 
lösung die Function {a, tjq) direct erhalten wird. Setzt 
man h^^f und c/ «w or, so wird (a/, r) = («, rj^). Die Formel (30) 
darf in diesem Falle angewendet werden, so lange keine der 
Zahlen n/, (n+l)/* durch p — 1, folglich keine der Zahlen n, 
n-f-l durch e theilbar ist; indem man also n die Werthe 1, 2, 
3, • • . . e — 2 durchlaufen iässt und mit der aus (31) sich er- 
gebenden Gleichung; 

(a, ife)^i = {^"^flol . *i («) t2 W *^«(«) 

die folgende: 

[ä. fi,) . {i^-\ri^) - (-^ ly . p 

verbindet, welche unter denselben Voraussetzungen aus der Glei- 
chung (29) entspringt, findet man: 

(34) («. ti,y «- (— 1)^. p. *i(«) i^tM — *^(«)- 

Endlich giebt die Formel (31) unter denselben 
Voraussetzungen für alle Werthe ?onm, welche kleiner 
als e sind, die Gleichung: 

(35) («, 1?o)^ «« («^ Vo) • ^J W tjW - • • • ^m^xH 

um direct durch (or, %) die ähnliehen Functionenfa^ 9/0), 
(«•, i?q), . , , , (0*"^ I/o) auszudrücken. 

Setzt man für die rechte Seite der Gleichung (33) zur Ab- 
kürzung wieder T, und zerlegt den Bruch -^z^ nach Gauss^ 
Disqu. arithm» art. 310 in Partialbrüche: 

1 m , fli| 



^ + f^ + ....±«. 



mmin q*. q^, .... die verschiedenen, in p — 1 enthaltenen 
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PrimsaUpoteoseD, n, m, mi, . . • . positive ganse Zahlen bedeuten, 
von denen m < ^, m^ < q^\ . . • • ist, so lunn man setien ; 

(36) (»,r) — rfc'.^V.^jSi.... 

und swar darf bei jedem der liier auftretenden Wurzelzeichen 

nach Belieben einer der möglichen Wertbe gew&hlt werden, da 

ihre Combination im Ganzen die p— 1 Terschiedenen Wertlie 

p—t/-' 
Ton y^ ergiebt, unter welchen dn l>eliebiger nach Ende ?on 

Nr. 1 för (o, r) angenommen werden darf. 

Weil nun alle Elemente der Auflösung, soweit sie nicht J>e- 
reits zu den bekannten Grössen gerechnet werden, rational durch 
(o, r) ausdrfickbar gefunden worden sind, so werden ausser den 

Wurzelzeichen der Grade ^«, q^\ welche der Ausdruck (36) 

enthalt, nirgends andere auftreten, als die bereits bekannten 
Grössen in sich enthalten. Diese sind aber ausser den ganzen 
Zahlen nur gewisse Einheitswurzeln. Deshalb werden überall 
nur solche Wurzelzeichen vorkommen können, welche 
Primzahlpotenzen zu Exponenten haben, indem auch 
jene Einlieitswurzeln nach Nr. 6 der 3. Vorlesung durch solche 
von Primzahlpotenzgraden ausgedruckt werden können. 

8. Wenn es theoretisch am Einfachsten ist, alle Resolvanten 
durch die einzige (o, r) auszudröcken, und diese allein durch Auf- 
lösung einer reinen Gleichung zu bestimmen, so ist es doch, wenn 
man die Auflösung der Kreistbeilungsgleichung auf die einfachsten 
Elemente zurückfuhren und dadurch, ausser einer weiteren Ein- 
sicht in die Natur der Einheitswurzelu, leichtere Ausföhrbarkelt 
der Rechnungen gewinnen will, vorzuziehen, einen umgekehrten 
Weg zu verfolgen. In Jacobi's Vorlesungen ober Zahlentbeorie 
findetsich eine grössere Reihe dahin zielender Untersuchungen, deren 
Hauptresuhate er auch in seiner Note: „ober die Kreistbeilung 
und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie*)" mitgetheilt hat. Es 
mag hier genügen, eins derselben zu beweisen, welches sieb in 
dem Satze aussprechen Iftsst: Um alle Resolvanten («'",r)zu 
bestimmen, reicht es hin, diejenigen zu finden, bei 
welchen ca^ eine primitive Eiuheitswurzel von einem 
Primzahlpotenzgrade ist. Setzen wir, um dies zu erkennen, 
p — 1 ong« . q»i. . . , qf'i voraus and 

*) In Crelle'8 J. Bd. 30. . 
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bedeutet dann m irgend eine ganze Zahl, welclie kleiner als/» — 1 
ist» so kann man bekanntlicli*) 

setzen, während n» »p . • . . it| positive Zahlen bedeuten, welche 

resp. kleiner sind als q*, q^, .... g,*^, 2 aber eine positive oder 
negative ganze ZaliL Daraus folgt zunächst, da o>^^ «s 1 ist, 

(38) (oT, r) — (o^+'»ifk+-— +*<nr). 

^jn ^1 ^JM v*i 

Bezeichnen wir nun mit ^ (A, Ar, o) den Ausdruck * ;'l — *—* 

welcher nach (28) eine ganze und ganzzahlige Function allein 
von 00 ist, wenn h-^-k durch p — 1 nicht theiibar ist, so werden 
sich successive folgende Gleichungen: 

(«y^, r) . (cö"*»«, r) =« ^(ny, «t^i» ») • (a)*»+"*»», r) 
((»^+*»f», r).(a)"*V»,r) «=^(«9>+%^i» "2^2' *•) • {»'^+'^^^ ■*"''^, r) 

(a,»»+--+"«-H^*~i,r) . («"•»«, r) 

— *(n9 + ....+«iL.i9^i, itf^^i, r) . (iö»^^+—+-*».-, r) 

aufstellen lassen, aus deren MultipUcatlon man mit Rficksicht auf (38) 

(39) K, r) - ('»"^>'-^-^""'^J----<"'"^^''-) 

findet, wenn unter ^(co) das Product 

^(n9),nt9j,(ö) ^ («gp+«i Vi»'*29^2»®) • • • • '^'l'^^^ +••••+ «•-i9>t-i.»«'Vw») 
verstanden wird, welches eine gewisse ganze und ganzzahlige 
Function von a> allein «e^in muss, da die Summe der beiden ganzen 
Zahlen, welche in den einzelnen ^-Functionen auftreten, wie leicht 
zu sehen ist, niemals durch p — 1 theiibar sein kann. 

Es sei nun i =s g^«-« . yj«»-«* .... qt*^^ der grSsste ge- 
meinsame Theiier von m und p — 1, so dass nach Nr. 4 der 
3. Vorlesung d»^ eine primitive Einheitswurzel des Grades 

Q^g,*'. • . • qt* ist, so leiirt die Gleichung (37)', da 9itfp%.***9i 
sämmtlich durchs theiibar sind, dass die grösste den Zahlen 
ft und p — 1 gemehisame Potenz von q gleich q^^^^ der grösste 

gemeinsame Theiier der Zahlen mp und p—1 gleich q*^^. q^^ .... q'* 
sein wird, folglich ist 0»^ eine primitive Einheitsvrurzel des Prim- 

*) Vergl. QausB Disqa. art. 810. 
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zabipotenfradet ^. Ebenso ergeben rieh vf^, .... oBr'^alspri- 

miliYe Eiobeilswiirzela foo den Primzablpoteiiigniden ^i^,....^«^' 
rmp., womit nacb Gleidmog (39) der bebaoptete Satz ab richtig 
dai^etbao iit. 

Diejeoigea ReaolTanten (»*• r) aber, bei welchen 
a^ eine Einbeitawurzel vom Grade f* ist» können fol- 
gendermassen gefunden werden: Setzt man in Formel (31) 
m^m q, §o geht durch Ausziehen einer f^ Wurzd die Gleichung: 

(40) («*, r) - ^t, («*) . t2(«*) . • . • *f-i(»*) • («*'. ^). 

und, wenn man bierin o durch of » oi^, • . • . i0<'~^ersetztp die fol- 
genden: 

(aV,r) — ^*i («*«•) . tj(«*0 . • • ♦f-i (®*^) • («*ÖÖ 



(41) 



(a>*^r) — ^t, («^O-'-tf^f-i («*«^*)- («**^\ r) 

faeryor. Wenn man ferner in Gleichung (31) o durch acf"'^^, m durch 
^ — 1 ersetzt und mit {g/'^"'^, r) multiplicirt, so findet man, da 
ö,(e-i)Aj^* _ ojV' . «,-^—1 und {«*)«• — 1 ist. 

{w^^''\r)9^f^ (a)*0---*^«(®*0 •(»***"'• r).(»-*^*. r). 
Nun ist nach (29): 

{<o^^\ r) . («-^«^^ r) .« (-. 1)^- ^ p, 
folglich ergiebt sich eine letzte Formel: 

(42) (a>A^\ r) - f ti (»'**"') .... i|'^2(a>*^'') . (- 1)*^' • P 

welche, mit den Formeln (40) und (41) verbunden, durch a auf 
einander folgende Wurzelausziehungen vom Grade q den Ausdruck 
(w*,r) flnden lehrt. 

Die q — 1 i/;-Functionen, welche in diesen Formeln auftreten» 
können sogar auf eine noch geringere Anzahl reducirt und die 
Itechnung dadurch vereinfacht werden. Indessen scheint es mir 
nicht angezeigt, diese feineren Untersuchungen Jacohi's hierzu 
reproduciren. *) 

*) S. übrigem auch in Gaoss op. Bd. II. disquisitionum circa 
aequatdones puras ulterior eTolatio, arfc. 16. 
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9. Dagegen müssen wir noch darauf eingehen^ zu 
zeigen, wie die aus co^ gebildeten complexen ganzen 
Zahlen ^»(o^) in jedem Falle nach einem gleichblei- 
benden Algorithmus gebildet werden können. Ist o>^ 
eine primitive Wurzel der Gleichung o:' «» 1» was z. B. der Fall 
sein wird» wenn A «» / und p — 1 »s ^ . /* angenommen wird, so 
erhalt man, indem man m^ «» er setzt: 

^^[aJMMxs ^7aiDd.jU--(n+l)la4.(l+;»), 

Da in dieser Summe für die Exponenten von a ihre Reste (mod..e) 
gesetzt werden dürfen, so braucht man nur für irgend eine pri- 
mitire Wurzel g vom Modulus p die Indices von (i und l-f-f^ l'ur 
die Werthe ^ «=» 1, 2, 3 . . . . p — 2 aufzustellen, ind. fi — («+1) 
ind. (1-f-fi) zu berechnen, und einfach abzuzählen, wie oft unter 
den Resten von ind. ft-— (n4-l) Ind. (l-j-fi) (mod.«) sich die Zah- 
len 0, 1, 2, .... e — 1 befinden; nennt man diese Mengen resp. 
w^, A^ '4#— 1» so dass 

(43) j^^A^^J^+ .... + J,.i == p—2 
ist, so ergiebt sich: 

(44) ^«(«) :^J^ + A^a + J.y^ + Je^ia^-K 

Sei z. B. p «B 61 und '^^ (a) zu berechnen , wo a eine pri- 
mitive Wurzel der Gleichung x^ «= 1, also e =» 5 ist. Man kann 
g t=t 2 nehmen und erhält dann folgendes Schema zur Berechnung 
der complexen Zahl 

^^ J^J 5-, ^jjlnd./*-2ind. (1+ju) . 
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Aus der 3*^ Horizontalreihe dieser Tabelle findet man durch 
einfaches Abzahlen: 

J^ — 12, ^1 «= 12^ A^ «= 6, ^j «r 16, J^ «I U 
also: 

4o + ^, + ^2 + ^a + ^4 = ö9 

der Gleichung (43) gemäss, und: 

^J«) — 12 + 12« + 6«2 + 15c^ + 14«*. 

10. Die Principien zur directen Auflösung der Kreistheilungs- 
und Periodengleichungen» welche wir in Nr. 1 — 4 dieser Vor- 
lesung aus einander gesetzt haben, finden sich schon in Gauss' 
Disqu. arlthm. art 360. Nach ihm hat Lagrange ^n seinem 
trait^ de la r^solutioo des ^quations num^riques 2* «Edition) den 
Gegenstand wieder aufgenommen und Gauss' Methode zu ver- 
einfachen geglaubt, jedoch bemerkt Dieser in der bereits ange- 
führten Abhandlung im 2. Bd. seiner Werke mit Recht, dass die 
Vereinfachung nur scheinbar sei und einen Uebelstand mit sich 
föhre, welchen er selbst vermieden hatte. Die Zuruckfuhrung der 
Auflösung auf die Functionen ^«(o^) ist Gauss gleichfalls be- 
kannt gewesen, wie aus dieser Abhandlung, welche zwar erst 
nach seinem Tode publicirt worden, aber bereits im Jahre 1808 
geschrieben ist, zu ersehen ist. Es muss jedoch bemerkt werden, 
dass lange vor der Publication dieser Arbeit Jacob! zu densel- 
ben Resultaten gelangt war, und sie sowohl in seinen Vorlesungen 
als auch in der in Nr. 8 erwähnten Abhandlung bekannt gemacht 
hatte. Die ersten Publicationen, welche die in dieser Vorlesung 
dargestellten Betrachtungen zum Gegenstand haben, röhren von 
Eisenstein und Cauchy her.*) 

Wir beschliessen diese Vorlesung mit der Berechnung einiger 
einfachen Beispiele. 

1) Stellen wir uns zuerst die Aufgabe, die Gleichung 



*) Eisenstein, Beiträge zar Kreistheilung in Crelle^s J. Bd. 27 
und Cauchy in seinem grossen memoire sur la thäorie des nombres 
in den Mäm. de TAcad. des Sciences, vol. 17, Jahrg. 1840. Diese sehr 
inhaltsreiche Abhandlang Cauchj's, deren Besoltate grossentheils mit 
den von Jacobi erhaltenen übereinstimmen, ist vom 31. Mai 18S0 datirt 
und in ihrem Hauptinhalt bereits im Jahre 1831 imBolletin de Färnssao 
veröffentlicht worden. S. auch LebesgueinLiouv. J« Bd. 19, d^mon- 
stration de quelques formuies d*an memoire de M. Jaeobi 
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aufzuIöseD. Dazu w&blen wir o als primitive Wurzel der Gieicbong 
x^ ■» 1, also »aa f, und besünnmen den Ausdruck (t» r), welcher 
nach Formel (33) durch Auflösung der reinen Gleichung 4f^ 

Grades 

[i^r)* 6. ♦j (0^,(0 

gefunden wird, während 

s s 

ist Setzt man nun (^""3» ^ findet man die Tabelle: 

f» — 1, 2. 8, 4 
ind. fi »- 0, 1» 8» 2 
ind. (1 + f») — t 3, 2 

ind. fi — 8 ind, (t + ^) = 1, 0, if ^ ' 

also 

^,« - - (1 4- 2i). *,(,•) — 1 + 2f 

(i. r)« -3 5 . (1 + 20». 
Ferner gebt aus deo Gleichungen (30) und (32) leicht 

(i, r)» — {— 1, r). t, (0. also (_ 1, r) -= — ^ 
ft r)» - (- i, r) . ti (0 K» , (0, also (- 1. r) ^ (i. r) . -j^^ 

hervor, und endlich liefert daher die Gleichung (21) fOr die ge* 
suchte Wurzel den Werth: 

welcher indessen, da nach leichten Reductionen 

(n r)^ . (l -- ^g.y — (10- 2,/5) 

gefunden wird, auch in folgender Gestalt geschrieben werden 
kann: 

in weicher er bis auf das willkürliche Vorzeichen Ton }/E mit 
dem in der 7. Vorlesung gefundenen übereinstimmt« 

2) Zweitens soll für den Fall p «» 11 die reine Gleichung 
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5/4fji Grades, durch welche die zweigliedrigen Perioden bestimmt 
werden, aufgestellt und die Ausdrucke dieser Perioden angegeben 
werden. — Indem man unter r eine Wurzel der Gleichung 

unter rj^» rf^, i^^, i^^, 1^4 die zweigliedrigen Perioden, unter a end- 
lich eine primitive Wurzel der Gleichung o:^ <» i versteht, wird 
die 5^' Potenz des Ausdruckes 

nach Formel (34) mitteis der Gleichung 

gegeben; während 

9 

1 

d 9 

i 1 

9 9 

i 1 

sind. Für die primitive Wurzel ^ = 2 findet man folgende 

Tabelle : 

(1 = 1,2, 3, 4, 5. 6. 7, 8, 9, 10 

ind. fi = 0, 1, 8, 2, 4, 9, 7, 3. 6. 5 

ind. (1 -f ft) = 1, 8, 2, 4, 9, 7, 3, 6, ö 

fnd. fi + ind. (1 + fi) eee: 1, 4. 0. 1. 3, 1, 0, 4, 1| 

ind. f* -f 2 ind. (1 + /») ^ 2, 2, 2, 0, 2. 3, 3, 0, i l (mod. 6), 

ind. f* — 2 ind. (1 -^ ft) is.3. 0, 4, 4. 1, 0, 1, 1, ij 

nach welcher man die Functionen '^, [a), 'V^j {^)> % (<^) berechnen 
kann. Mit Hilfe der Gleichung 

erhält man 

>j(a) = 2 + 4a + «^ ^ 2«^ = 2« — 2a2 — «3 

(45) i^2(«) — 2 -]- « + 4a' + 2a3 «= — a + 2«^ — 2a^ 

'^3(a) = 2 + 4a + a» -f- 2a* = 2a — 2a* — a^ 

also auch 

(46) ^1 (a) ^2 («) = 10a + 6 a« + 12 a3 + 3a* 

(47) ^^ (a) t/;2(a) ^3 (a) = 6a + 41a* +160» + 26a*. 

Nach dem letzten Werthe wird die gesuchte Gleichung die 

BxciurAiiir, Lehre d. Kreisth. 7 
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folgende sdn: 

(48) (9, i|^* — 66a 4- 451 «' + 176«^ + 286««. 

Nach AnflAeiiiig denelbeo, wekhe lu bewerktlellifen bleibe, itl 

(a, 17 J ab bekannt anzoseben , und dann liefert die Formel (35) 

diese Gleicbongen: 

in denen W zur Abkfirzung für (a, ^) geschrieben ist. 

Nun haben wir vorher fiir die primittTen Wnrzeln der 
Gleichung x' <» 1 den allgemeinen Ausdrack gefunden 

9 — ^(— 1 — f/ö + t . ^10 — 2^/5)» 

aus welchem ohne Schwierigkeil durch Potenzirung die Gleichungen 
folgen: 

«» -» i-/— 1 4. j/5 — f . j^lO + 2>^ 
«» — i/— 1 + j/6 + f . j/lO + 2 /5 ) 

. ^(— 1 — /ö — I . j/lO— 2j/ö). 

Durch SubslituÜon dieser Wertbe in die Gleichungen (45) bis (48) 
erhilt man die folgenden: 

^j«)= 1(^1 — sy5+2ij/io — 2yb + ij/ 10 +2J/5) 
"pi («) *j w — x(— 31+5 ^+ 7ij/io—2 yb+ßiy^ 10+2/5) 

♦i(«) *2(«) *$W — 4 (~ ^^ ~ 25 f^— 20ij/li) - 2^5 

— 251^10+2^/5) 

^=1^ j(-89— 25>^- 20ij/lO— 2 ^5— 25 1 ^10 + 2 J^^ö ) , 

welche endlich in die Formel 
^ ^±/ 1 . ip . J?L . __51_j ??1__\ 

einzusetzen wären» um den allgemeinen Ausdruck der zweiglie- 
drigen Perioden zu finden.*) 

*) VgL hiezn Gauss, circa aequat. puras nlierior evolutio, art 18; 
Lag ränge, r^tolotion des ^aations num^riqiies, 3. ^iioii, Note 14 
No. M— 86. 
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Neunte Vorlesung. 

Anwendimg der Kreirthelliiiig auf die Theorie der 

qnadratisclieii Beste« 

Bis hierher haben wir ausschliesslich das Ziel verfolgt» die 
Aufgabe der Kreistheilung sdl>st und die Squi?aiente algebraische 
Aufgabe, -nftmlich die algebraische AufUVsung der KreistheiluogS- 
gleichung, zu absolviren. Nur wo die Methode, welche zur Auf- 
lösung dieser letztern gegeben wurde, auf gewissen Eigenschaften 
der ganzen Zahlen wesentlich beruht, sind wir dazu geführt 
worden, die höhere Arithmetik in den Kreis der Betrachtung zu 
ziehen und als Hilfsmittel zu gebrauchen. Wenn aber die Kreis- 
theilung auf der einen Seite die Hilfe der Zahlentheorie in An- 
spruch nimmt, so erweist sie sich auf der andern Seite, wie nun 
in den folgenden Vorlesungen gezeigt werden soll» als eine sehr 
ergiebige Quelle, aus der eine grosse Reihe der schönsten Sätze 
jener Wissenschaft abgeleitet werden kann. Und eine so wunder- 
bare Wechselbeziehung findet zwischen diesen beiden Gebieten 
statt» dass dann wieder die rein arithmetischen Untersuchungen 
über die Natur der complexen Zahlen, welche aus Einbeitswur- 
zeln gebildet sind, zur Erkenntniss von der wahren Zusammen- 
setzung dieser letztern, also erst zur vollkommenen Lösung des 
uns gestellten Problems der Kreistheilung hinführen werden. 

Von den Anwendungen» welche von der Kreistheilung bisher 
auf die höhere Arithmetik gemacht worden sind, betreffen die 
wichtigsten die Theorie der Potenzreste, mit welcher die Zer- 
legung der Zahlen in die Summe von Quadratzahlen in nahem 
Zusammenbange steht. Wir beginnen diese Untersuchungen mit 
der Lehre von den quadratischen Resten, schicken jedoch einige 
allgemeine Betrachtungen vorauf. 

1. Wenn m eine relative Primzahl zu p ist, für 
welche die Congruenz 

(1) «" ^ m (mod. p) 

eine Auflösung gestattet, so heisse m ein n*^ Potenz- 
rest (mod. p), im andern Falle werden wir sagen, m sei 
Nichtrestvonp. Wir werden uns auf ungerade Primzahlmoduln p 
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und auf solche Pille beschränken, in denen n ein TheUer von 
p — 1 ist, auf welche die übrigen leicht zuruckföhrbar sind. 

Bezeichnet p, den index von m, so dass m ^ ^ (mod. p) ist, 
so ergiebt sich, wenn die Congruenz (1) möglich ist, durch ihre 

Erhebung zur ^^^^ Potenz: 

/i.- — 
1 zz flp • (mod. p), 

well, wenn m nicht durch p theilbar ist, es auch oc nicht sein 
kann; diese Congruenz lehrt aber, dass (i <» ind. m durch n theil- 
bar sein muss, d^ ^ zum Exponenten p — 1 (mod. p) gebort 
Umgekehrt, wenn dies der Fall und (gm^^nv ist, so findet man: 

m ^ (^*)* (mod. jo) 

d. h. m ist ein nf^ Potenzrest von p. Hiernach sind unter 
allen incongruenten Zahlen 

1, g» g\ p^ . . . . g"^^ 
die folgenden: 

p—t 

- — .« 

flp*, ^*, p** g " 

nf^ Potenzreste (mod. p), alle übrigen Nichtreste. Die 
Anzahl der incongruenten n^"^" Potenzreste beträgt 

daher ^~^^. Die nothwendige und ausreichende Be- 

dingung dafür, dass m ein n^'^'' Potenzrest sei, lässt 
sich offenbar auch durch die Congruenz 

(2) m" ^ 1 (mod, p) 

aussprechen, welche nicht nur befriedigt ist» sobald der ind. m 
durch n theilbar ist, sondern auch umgekehrt diese Theilbarkeit 
erheischt. 

2. Wird speciell n gleich Zwei gesetzt, eine Zahl, welche 
stets Theiler von p— 1 ist, so heisst eine durch p nicht theil- 
bare Zahl m quadratischer Rest oder Nichtrest (mod. p), 
je nachdem die Congruenz 

ar' E^: m (mod. p) 

möglich oder unmöglich ist, d.h. (nach Formel (2)}, je nachdem 
die Congruenz 

tn ^ ^ 1 (mod. p) 
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stattfiodet oder nicht. Da nun für jede solche Zahl m der Per- 

mat'sche Satz: 

mf^^ — 1 =: (mod. p) 

ertuWU also einer der Factoren w* — 1, m^ ^ 1, in welche 
mP-^ — 1 zerßllt, durch p theilbar sein nnuss, so wird jeder 
quadratische Nichtrest der Congruenz 

tn =:r — 1 (mod. p) 

genügen mässen, wodurch wir zum ' folgenden (sogenannten 
Euler*schen) Criterium gelangen: 

Eine Zahl m ist quadratischer Rest oder Nicht* 
rest von p, je nachdem in der Congruenz: 

(^) m ^ 117. + 1 (mod. p) 

das obere oder untere Zeichen zu wählen ist. 

Die Anzahl der (incongruenten) quadratischen Reste ist der 
der Nichtreste gleich, jene können durch die Potenzen 1, g^^ 
g\ . . . . g^^^, diese durch die Potenzen g, p', g^ . . . . gP-^ dar- 
gestellt werden. 

Führen wir mit Legendre zur Bezeichnung des quadra- 
tischen Gharacters einer Zahl m (mod. p), dem gemäss sie 
quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist, das Symbol 



(7) 



ein, das wir je nach diesen Fällen der positiven oder negativen 
Einheit gleichsetzen, so ist stets 

(4) m' = (^) (mod. p). 

Congruente Zahlen haben offenbar gleichen qua- 
dratischen Character, in Zeichen: es ist 

(5) ( "* ) = (- |, wenn rn == m (mod. p). 

Sind ferner m, m zwei gleiche oder verschiedene, durch p 
nicht theilbare Zahlen, so folgt aus den Congruenzen: 



m 






(^)- -' ' ^ (?) ^'"'•^- ') 
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die dritte: 

(««') ' = (J) • (7) (mod. p) 
und folglich auch: 

(")-("f)(7)' 

was, wie mit Leichtigkeit daraus folgt» dass beide Seiten einen 
der Werthe -{- 1 oder — 1 haben» und p von 2 Terschieden 
vorausgesetzt ist» die Gleichung: 

'•> (t)-©(t) 

nach sich zieht» welche lehrt» dass das Product aus zwei qua- 
dratischen Resten oder aus zwei quadratischen Nicht- 
resten stats ein quadratischer Rest» dagegen das Pro- 
duct aus einem Reste in einen Nichtrest immer ein 
quadratischer Nichtrest ist. Da wegen derselben Gleichung 
der quadratische Cbaracter eines Productes nur durch 
die Charactere der Factoren bestimmt wird» so können 
wir uns in der Folge auf die einfachsten Factoren» d. i. weil m 
sowohl positiv als negativ , gerade als ungerade vorausgesetzt 
werden darf» auf die drei Fälle: 

m = — 1, m=»2» m IBS q 

beschränken» wo q eine von p verschiedene ungerade Primzahl 
bedeutet. Es handelt sich also um die Bestimmung der Werthe 
f Ar die drei Symbole : 

(T).(l)-(f)- 

Der erste dieser drei Werthe ergiebt sich unmittelbar aus 
der Definition des Legendre'schen Zeichens oder aus der Gon- 
gruenz (4)» nach welcher 

{^)-(-if^ (mod.j.) 
oder vielmehr 

(7) {=y) - (- ir 

gefunden wird. 

Hiernach ist— 1 von jeder Primzahl von der Form 



p-t 
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4fi-{-l quadratischer Rest, von jeder Primzahl von der 
Form 4n-|-3 quadratischer Michtrest. 

Zur Bestimmung des dritten Symboles dient ein berühmter 
Satz, der seiner eigenthumlichen Natur nach von Legendre als 
Reciprocititsgesetz bezeichnet worden ist« während Gauss 
ihn in Hinsicht seiner grossen Wichtigkeit das theorema fun- 
damentale der Theorie der quadratischen Reste nennt. 
Er kann durch folgende Gleichung ausgedrückt werden: 

^ (0-(?)-'-"'^''^' 

sagt also aus: dass die beiden Symbole (~)> (-) gleichen 

Werth haben, wenn unter den beiden Primzahlen p,q 
wenigstens eine von der Form 4Ar-f-l ist (wodurch dann 
der Exponent von — 1 in jener Formel gerade, die Potenz gleich 
-f- 1 wird), dagegen entgegengesetzten Werth, wenn 
beide Primzahlen die Form 4Ar-f-3 haben (denn in diesem 

Fall ist der Exponent —— • ^^ ungerade). 

Derauf das Symbol | — | bezügliche Satz soll als Ergänzungs- 
satz zum Reciprocitätsgesetze später durch Betrachtungen 
bewiesen werden, welche zwar dem Wesen nach den beim Be- 
weise des Reciprocitatsgesetzes zu benützenden ähnlich sind, aber 
passend mit einer andern Reihe von Untersuchungen in Verbin- 
dung gesetzt werden. 

3. Das Redprocitätsgesetz ist zum ersten Male In voller 
Strenge von Gauss in den Disqu. arithm. art. 135 sqq. bewie- 
sen worden*). Diesem ersten Beweise, zu welchem Gauss erst 
nach angestrengtestem Nachdenken gelangt Ist, wie er selbst er- 
wähnt, hat er später noch fünf andere Beweise folgen lassen, von 
denen uns der 4^'*'*') und 6^^*) besonders interessiren, weil die 
Quelle derselben eine Formel aus der Kreistheilung ist. Auch 
alle später noch gegebenen Beweise gründen sich auf diese For- 
mel, selbst wo es nicht der Fall, vielmehr der Beweis ganz arith- 



*) Vgl. art. 161 ebd. 

**) Gauss, snmmatio qoanmdam serierom singiilariiun in s. Op. 
Bd. II, pag. 11. 

**♦) Ebendas. p. 66. 



— 104 - 

metischer Natur zu sein scheint, wie derjenige, welchen Eisen- 
stein in Grelle 's Journal Bd. 27, pag. 322 mitgetbeilt hat.*) 
Lebesgue hat in einer interessanten Arbeit**) diese ?erschie- 
denen Beweise in ihrem gegenseitigen Verhältniss geprüft^ und 
wir wollen sie sogleich unter demselben Gesichtspunkte, wenn 
auch in mancher Beziehung von Lebesgue abweichend, be- 
trachten. 

Zunächst aber handelt es sich darum, die Grund- 
formel aus der Kreistheilung abzuleiten. — Gehen wir 
aus von der Formel: 

p— 1 p—i 

und setzen h ««= ^-5— , so wird w e= — i, w s« ( — i)ind./* 

d« h. 1 oder — 1 sein, jenachdera ind. fi gerade oder ungerade, 
also nach Nr. 2, jenachdem fi quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p ist. Bezeichnet man daher mit a, ß resp. die quadratischen 
Reste und Nichtreste aus der Reihe 1, 2, 3, . . . {p — 1) und setzt 



U * . r) — (— 1, r) = 5, 



(9) 

80 findet man: 

(10) S-^r^-Vh» 

oder» da | -^ | »» Hr 1 ist, jenachdem $ quadratischer Rest oder 
Nichtrest von p ist» 






#=1 
Zunächst sei noch eine andere Form dieses Ausdruckes er- 
wähnt. OlTenbar besteht die Gleichung: 

(12) .o=i+2^+2'^, 

« fi 

♦) Neuer und elementarer Beweis des Legendre 'sehen Beciproci- 
tätsgesetzes. 

**) Demonstration nouvelle et ^Mmentaire de )a loi de räciprocitd 
de Legendre, par M. Eisenstein, pr^oM^e et suivie de remarques 
sur d'autres d^monstrations, qui peavent §tre tur^es du m§me principe, 
in Liouville's Journal Bd. 12. 
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da die Zahlen a,ß zusammengenommen die Reihe 1, 2, 3, ... p — 1 
erschöpfen. Durch Addition dieser Gleichung zur Gleichung (10) 
und vermittelst der BemerlLung, dass zwei Zahlen s und p — s 
congrueute Quadrate haben» da 

{p — s)^ Bss p^ — 2ps "{' s^^^ s^ (raod. p) 

ist, dass also die kleinsten Reste der Quadratzahlen 

1^2^32 {p—lf 

(mod. p) die quadratischen Reste a und jeden genau zweimal lic'' 
fern werden, ergiebt sich zuerst: 

(13) 5=1 + 2.2^ 

a 

sodann: 



*=j»— 1 




(14) 5= >r 

Fuhren wir noch die Bezeichnungen ein: 



Vr«= ü. 



Vn* = r. 



80 nehmen die Gleichungen (10) und (12) die Gestalt an: 
(10a) ü— r=5 

(12b) i + t7+F = 

und ergeben: 

(15) t,===i_+«, F = =i=i^. 

Das Quadrat des Ausdrucks S ist sehr leicht zu ermitteln. 

_ Pszl ?rJ 
Denn da oo ** =» o> ^ , also 

\ (0 , r/ = \co , rj 

ist, 80 liefert die Formel (29) der vorigen Vorlesung, indem man 
Ä=5^^ setzt, sofort die Gleichung: 

(16) S'^i-l)' .p. 

Hieraus folgt der VVerth vonS bis auf das Vorzeichen, 
nämlich 

i/ — ^^^ 

(17) S^±f^ (-1)* .p, 
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aber -«ii entscheiden, welches Vorzekhen in dieser Forme! zu 
wählen sei, ist nicht einrach, sondern erst den Bemühungen der 
grössten Mathematiker gelungen. Zun&chst ist klar, dass das 
Vorzeichen wesentlich davon abhängt, welche Wurzel 
der Kreistheilungsgleichung unter r verstanden wird. 
Denn, ersetzt man r durch f*, so geht S über in: 

Wenn nun k quadratischer Rest von p ist, so bilden die ^-r— Zab- 

len ak ebensoviel incongruente quadratische Reste, stimmen also, 
von Vielfachen von p abgesehen, mit den Zahlen a überein, des- 
gleichen die Zahlen ßk mit den Nichtresten ß, der neue Ausdruck ist 
daher gleich S. Wenn dagegen k ein quadratischer Nichtrest von 
p ist, so werden die Zahlen «k mit den Nichtresten /}, die Zah- 
len ßk mit den Resten a, von Vielfachen von p abgesehen, über- 
einstimmen, die beiden Tbeile der Summe S also sich vertauschen 
und 5 in — S übergehen. Definirt man daher Sk durch die 
Gleichung : 

(18) S,^^2!{j).r*', 



SO wird stets: 



iZ=l 



(19) s*=(A) 



sein, wenn k nicht durch p thellbar ist 

Um demnach über das Vorzeichen in der Formel (17) zu ent- 
scheiden, muss vor Allem unter r eine bestimmte Wurzel ver- 
standen werden, und es soll. hinfort stets» wo nicht das Gegen- 

theil bemerkt wird» 

3« , . . 2« 
r ass cos h « sm — 

P ' P 

angenommen werden. Gauss hat seine oben citirte Abhandlung 
sommatio etc. hauptsächlich zur Lüsung der vorliegenden Frage 
geschrieben, während der Beweis des Reciprocitätsgesetzes, der sich 
in derselben befindet, mehr beiläufig erhalten wird. Dirichlet*) 
hat dieselbe Untersuchung mittelst sehr feiner Betrachtungen aus 



"*) Diriclilet, sur Tusage des integrales d^fiaiea dans la lomma- 
tion des atfries fioiea on infinies, Gr. J. Bd. 17. 
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der Lehre von den bestimmteD Integralen geführt. Am Einfach- 
sten gelangt man zum gewünschten Ziele durch Betrachtungen» 
welche Kronecker angegeben hat% und denen wir hier folgen 
wollen. 

4. Da nach Nr. 7 der 3. Vorlesung die Potenzen r', r^, r*, 
• . . • r'Cp-i) alle Wurzehi der Kreistheilungsgleichung bilden, 
so ist 

(x—f^ {x—r^) .... («_r>(y--i))«.«f-i 4-0:1^« + ..,.+«+1 
also für op-B 1: 

(1 _ r«) (1 — r«) (1 - r>CF-i)) «p, 

woraus sich durch Mulliplication mit 

-p — 
r-i . r-« . »-» r-<^») — r ' ' — 1 

die Gleichung: 

(r-^ -. r) (r-» — 1^ . . . . {riHr^ _ H^i) _ p 
ergiebt. Da aber: 
p») r-H^-^H»-« — r»--r-«, r-i^ — H^ — r« -r-*, 

ist» kann man jene Gleichung auch in f<rfgender Gestalt schreiben : 

rjr — r-^){f^—r^) (rP-« — r-f+»)]a — (— 1) « .p. 

Ist üun erstens p »> 4fi -{- 1» so ergiebt sich 






u 



(r«*-i — r-w-1) «. 4- j/^. 



Nadi der über r getroffenen Bestimmung ist 

r«*-i -.r-«H-i _ 2i . sin ^^^^""^^* 

P 

also 

* — r y~t 

(21)U(^*^*-'-'«*+^)-(20 Vsin^.sinS.^.. -8^10,-2).^ 

-2^^^.(-l)^\ sln?5 . dni5. . , , sin ^^=l>i^^ 

^ ' p P P 



*) Kronecker, ior une formule de Gauss in LiouT. J., Bd. 1, 
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wo rechts alle sInus positiv sind, da die Argumente derselben 

lileiner als n bleiben; da nun t ^ . (— 1) ^ = ( — 1) * = 1 ist, 
80 hat das Product einen positiven Werth, also ergiebt sich: 



u 



(r«Ä-i- ^«Ä4-i) =+^p. 



Ist zweitens p «» 4n -|- ^* ^ fiudet man zunächst: 

_ 2 _ 

Durch dieselbe Transformation der Formel (21) jedoch ergiebt 
sich dies Product gleich 

2 •! • ( — 1) . sm — .sin — .... sin ^ — ^- 

^ ^ P p p 

hat also dasselbe Vorzeichen wie t ^ ^ «» ti^> »> /, und man 

erhält; 

-1 






(r«-i — r-«+') =•+ «• K'P- 



Demnach ist allgemein: 



/,-^' 



(22) (r — r-») . (r» - r-») . . . . (rJ-» — r-i^») = + f {— 1) ' . p. 

5. Nachdem'Üies bewiesen worden, kommt die vorher gestellte 
Frage darauf hinaus, ob in der Gleichung: 

(23) yjr^^yjrfi^s. jnr(r»A-i — rP -**+!) 

das Zeichen i, welches entweder -{' 1 oder — 1 sein muss, diesen 
oder jenen Werth hat. Diese Relation lehrt aber, dass die alge- 
braische Gleichung 

mit offenbar ganzzahligen Co^fficienten durch die Wurzel r und 
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folglich durch alle Wurzeln der irreductibehi Kreistheilungs- 

gleichung befriedigt wird, die ganze Function auf der linken Seite 

also durch 

xP-i -j- xP-^ + .... + a: + 1 

tlieiibar sein muss, und da der Gleichung auch durch x = l 
Genüge geschieht, so kann man setzen: 

*— r 

Z:::^{XP — 1)(A + BX^ + FX^). 

worin A, B^ . , . . K ganze Zahlen bedeuten. Für die Unbestimmte 
X setze man nun e', also: 

(24) V««' — y^^* — « . TT («<**-^>* — «(^-«*+')*) 

= {tP' —1){A + Be'' + + ICe^% 

und entwickle die Exponentialfunctionen in ihre Potenzreihen, 
dann müssen die Co^fflcienten gleicher Potenzen auf beiden Seiten 
ubereinsiimmen. Da nun 






• • • • 



ist, wird die Differenz ^^ — e"^ die Gestalt haben: 

{m — n)z (l-^- az -{- . . . .), 
weil in der Differenz der allgemeinen Glieder beider Reihen: 

m'^z '^ n*g* z^ I ^ jt> 

1*M**..M M*6,a,tK 1,A,,'(A 

der Factor 

m* — n* = (m — n) (m*-' + w*~2 „ ^ ^ ot„*-2 j^ „At-ij 

also durch m — n theiibar ist. Hiernach enthält die Differenz 
g{2A-i)z _ ß<i»-2A+i)» rten Factor (4ä — 2 — p) z, folglich wird 
das Product auf der linken Seite der Gleichung (24) die Form 
annehmen : 






A_ 2— p). (1 + ^2 + ), 
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Betnchtat BMI ab* dka Camdcatea voB X ' anTdea MdeaScil«, 
ae ergicbt tich die Gldchheit: 



2- •-2»' '='? 

lo welcher If» J? gewtee gaoie Zahleo riad, tob denen sicli so- 
viel ohne Wdteree aoMOfen lieel» daas die enlere durch p Iheil- 
bar ist, wttl es die Differens e^ — 1 isl, und dass die letalere 
durch p nicht theilliar ist» da in ihr olTenliar nur sdche Primfac* 

toren forlLonimen liAnnen, weiche in dem Prodode 1.2.3 ^^ 

enthalten sind. Man eriiilt daher ans jener GIdchnng die nach- 
stehende Congmem: 



j»-i F-i *=nF 



V« " —^/J* =«.1.2.3....?^. 77^(4A— 2— p) (mod p). 



^«•-V^«^..i.2.3....a=:l.|jf( 



Nun ist nach dem Euler'schen Criterium a ^-{- 1, 

ß * ^ — 1 (mod. p), und die Anzald sowohl der Zahlen a als 
der Zahlen ß beträgt ^'-» ferner ist: 



u 



(4Ä_2-.p)-(2-p)(6-p)....(2p-.4-p) 



1^1 
= 2.6.10....2{p — 2) = 2 • .l,8.6....(p— 2) (mod. p). 

also ergiebt sich aus der letzterhaltenen Gongruenz 

p — 1 = 1.2.3 (p— 1)« 

oder nach Wilson's Satz: 

i^l (mod. p) , 

woraus e ■» 1 zu schliessen ist. 

Hiernach ist das ungewisse Vorzeichen in der 
Formel (17) bestimmt, und man hat zu setzen: 
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worans n»ch den GletchuBgen (15) noch die Formeln: 



i/"* ■ "ET 1/ IB^ 

(26) ü - -y+t^J^J JL, K - zL.K= Ji-^)''V 

ber?orgeben. 

Der Grundgedanke des eben mitgeüieilten Beweises kann 
dahin ausgesprochen werden, dass man zur Entscheidung, welchen 
der Werthe + ^ oder — 1 die Zahl i in der Gleichung (23) er- 
ballen mösse, untersucht, welcher dieser Zahlen sie (niod. p) con- 
gruent zu setzen ist. Auf demselben Grundgedanken beruht ein 
anderer, von Cauchy herrührender Beweis*), jedoch ist das 
Mittel, weiches Derselbe anwendet, um den Rest von e (mod. p) 
zu bestimmen, ein Ranz anderes, und obgleich sehr interessant, 
doch weniger schnell zum Ziele führend als das von Kronecker 
angewendete, und besteht darin, dass in der Gleichung (28), nach- 
dem das Product nach Potenzen von r entwickelt und diese unter 

den (p— ly^ Grad erniedrigt sind, (—\ statt r^ substituirt wird. 

Auch Lebesgue**) bat einen Beweis der Formel (25) gegeben, 
welcher sich mehr an Gauss' Abhandlung summatio etc. an- 
scbliesst. In der letztgenannten Arbeit von Leb es gue finden sich 
zugleich über den Zusammenhang zwischen den Gauss 'sehen 
Reiben und den in der Theorie der elliptischen Functionen ?on 
Jacobi betrachteten bemerkenswerthe Aufschlüsse. 

6. Die Formel (25) bildet nun die Grundlage für 
den Beweis des Reciprocitätsgesetzes. Dazu ist indessen 
keineswegs unumgänglich nothwendig, das fraj^cbe Vorzeichen in 
der Formel (17) zuvor zu bestimmen, vielmehr genügt es, den 
Absoiutwerth von S zu kennen, wie es Gauss in seinem 6^'" 
Beweise gezeigt hat Zwar legt er diesem nicht sowohl die 
Summe £>zu Grunde, als vielmehr den Ausdruck: 

2(f) ■ "• 



1=1 



*) Lionv. J. Bd. V: m^thode simple et nouvelle pour 1a d^ter- 
minatLon compl^ des sommes alterndes, form^es aveo les racines pri- 
mitives des ^quations binömes; vgl. in seinem m^m. sur la thterie des 
nombres die Notes 7 bis 11. 

**^) In dems. Bd. des Liouv. Journab: sommation de quelques s^es. 



^-5.- >^f4v -ym-*'> 
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worin x beliebig ist ; man erreicht aber eine grosse Vereinrachung, 
wenn man oe: = r voraussetzt, und ^tv Beweis kann dann 
nach Jacobi, Eisenstein und Cauchy folgendermaassen 
geführt werden*): 

Aus der Gleichung (16) folgt durch F>hebung in die --~^ 

Potenz und Hultipiication mit Si 

s» = (- 1)' * ■ » . /*'. s, 

worin q eine von p verschiedene ungerade Primzahl bedeute. 
Setzt man andererseits A:«»g in der Gleichung (19). so findet 
man durch Verbindung mit der vorigen Gleichung die folgende: 

(27) S^-5,-[(-.l)*-^p»-. (-j)].5. 

Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber in dem entwickelten 
Ausdrucke von 

da {--\ "^ ( ~) **'» ^^ ^^ Potenzen der einzelnen Glieder 

der ersten Summe sich also gegen die entsprechenden Glieder 
der zweiten Summe aufheben» der Coefßcient jeder Potenz von r 
durch q theilbar. Reducirt man daher in (27) die Exponenten von 
r auf die ResteO,1.2, ...p — 2, so müssen, da nun die CoöfDcienten 
jeder Potenz von r auf beiden Seiten der Gleichung (27) wegen 
der irreductibilität der Kreistheilungsgleichung einander gleich zu 
setzen sind, diejenigen der rechten Seite ebenfalls durch q theil- 
bar, also 

(-1)» * ».p^=(|) (mod.?) 

sein. Nun ist p ^ ^| — | (mod. q), und da nach Substitution 

dieses Werthes beide Seiten der Congruenz den Werth -f- 1 oder 
— 1 erhalten, ergiebt sich die Gleichung 

*) S. Jacobi*8 bereits angeführte Note in Cr eile *8 J. Bd. 30, 
pag. 172, vgl. Bd. 35, pag. 273; Eisenstein, la loi de r^ciprocitä, 
tir^e des formules de Gaues, sans avoir d^terminä pr^aiablement le 
eigne du radical, in Cr. J. Bd. 28, pag. 41; Cauchj in m€m, snr la 
th. des nombres, note 4. 
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'-''■■^•(f)-(i> 

welche das Reciprocitätsgesetz ausspricht. 

7. Der bereits citirte Beweis von Eisenstein (Cr. J. 
Bd. 27, pag. 322) ist zwar von ihm rein arithmetisch dargestellt 
worden; wenn man aber auf den Ursprung der Zahlen, auf deren 
Eigenschaften er ihn gründet, zurückgeht, wird man wieder auf 
den Ausdruck S hingeführt. Diese Zahlen sind nämlich nichts 
anderes, als die Coefficienten in der Entwicklung von 5^. Das 
allgemeine Glied der Entwicklung ist: 



(?)•(?)•■••(?)■ 



^»i4-*arf +'Ä 



wenn unter «| , ^ji • * * • ^^ gleiche oder ungleiche Zahlen der 
Reihe 1, 2, 3, ... . p — 1 verstanden werden. Setzt man daher, 
indem man die Summation auf alle diejenigen, gleichen oder un- 
gleichen, Zahlen jener Reihe bezieht, welche der Congruenz: 

(28) 5^ + ^2 + • • • + ^>^' == " "^®^* P) 

Genüge leisten, 

2fe) ■(?)••■■ (^) = ^- 

so wird: 

und da S für r = 1 in^^/ — ) übergeht, also verschwindet, weil 

die Anzahl der quadratischen Reste, für welche ( — 1 = 4'^ ^st, 

der Anzahl der quadratischen Nichtreste, welche / 'j\ 5= — 1 
geben, gleich ist, so findet man: 

(29) = ^A.,0 + ^k,l + A,2 + . . . . 4- ^ifc, p-^U 

Für jeden, durch p nicht theiibaren Werth des a kann man 
aber setzen: 



so dass dann 






ist; jeder Lösung der Congruenz (28) entspricht also eine Lösung 
der letzteren und umgekehrt. Da für zwei correspondirende 

BAOHMAinr, Lehre d, Krelsth. 8 
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itMlfaiH, M mtri «ieahar 

(30) ^**-(y)'A4 



Am (29) md (9(9 f«%t au» für eia aagendcs i-: 
(30«) .<».« — 0. 

4af egca gebea d« fir it — ° 2 

forfClicli wird 

«» — A»+4m (r+r* + .... + r*--») — A.- 4m— ^-^4 

während die Summe aur alle Werthsysteme «j, s^ bezogen wird, 
f6r welche s^ -^-$2^1 (mod. p) ist Das allgemeine Glied dieser 

Somoie bleibt wigeändert, wenn wir es mit /-^ | multipliciren; 

ulabel wollen wir aber tf, jedemal so wählen, dass s^c^^il (mod.p) 
wird; setzt man sodann #2*^1 ^ ^2 (mod. p\ so wird 

{^)0)-in (7)(5)-cf)-(7)-'- 

Der Umrang der Suromalion wird durch die Congnienz 
1 -|- tfj == tf I (mod. p) bestimmt, welche sich aus der zwischen 
fj, #2 stattfindenden durch Multiplication mit e^ ergiebt. Nun kann 
tf, nicht Eins sein, denn sonst würde ^| ^ 1, »2^^ (mod. p) 
werden, während auch $2 nur eine Zahl der Reihe 1, 2, 3 ... . p — 1 

bedeutet; also durchläuft a, die Werthe 2, 3 p — 1, und tf, 

die Werthe 1, 2, 3 p— 2. Daraus folgt die Formel: 

^-'■('-y-')-'(^)' 

'•(f)+(})+(f)+-+(^X'-^)-» 

ist. Wegen der Gleichung (7) endlich gelangen wir so direct 
zu der Formel: 
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wieder zurück, welche wir vorher aus d^rKr^istlLei long 
entnonimen hatten. 

Nun wissen wir bereits, dass A^^i der Co^ffieiimi ^on r in 
der Entwicklung von S^ ist; vergleicht man daher in Aurfi|<esichung 

Cii t! 2z! 

(31) S«— (— 1) * ■ • .p* .& 

welche identisch sein muss, da sie vooi Grade p — 1» und wegen 
^^ QssQ durch r theilbar ist, die Coefäcienten von r, so findet man: 

P=± fzl tri 

(32) ^,^,«(_i)« * *.p*. 

Man zeigt aber leicht, dass 

(33) [während *,+*, -|- ....+'« = ^ C™^- P)] 

von der Form [ - ] -f* ^•^ ^ß ^^ unter M eine ganze Zahl ver- 
standen wird. In der That, da f .a; ^ 1 (mod. p) nur eine Aur- 
Idsung gestattet, so kann es nur i&» £lied jener Summe geben, 
in welchem alle $ einander gleidhj sla4 ; ,da aus qx^l (mod. p) 

nach (5) und (6) (i) • (j) - (1) * ,, also (i) » (j) 
hervorgeht, wird das zugehdrige GUed der Summe den.Wertfa 

(f)'-(f)-(f) 

haben. Aus jeder andern Auflösung der Coogmenz (33) aber 
ergeben sich, worauf wir weiliäufiger nicht e^^en wollen, durch 
cyclische Verlauscliung der Zahlen s noch jr-r-i andere, welche 
sämmtlicli von einander verschiedene Systf^e rc^risentiren, dem 
Giiede in der Summe aber gleichen Werlh cC^eilen, woraus 
ofTenbar die Richtigkeit des Behaupteten folgt l)iann ergiebt 
sich aber weiter: 

(-J-)=:(-l) • * .p « (mod. g) 

und, wie vorher, der Beweis des Reciprocitätsgesetzes. 

Im Grunde ist dieser Beweis genau der vorige. Denn der 

GoeilBcient von r in S^ ist nach der Gleichung (19) gleich (^~\' 

8* 
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Also ist Aq^i — I — I der Coefflcient von r in der Entwicklung 

von S^ — Sq, und der Unterschied beider Beweise besieht einzig 
daj*in, dass die Theilbarlieit dieses CoßflBcienten durch g in dem 
ersten mittels des binomischen Satzes, im zweiten mittels einer 
etwas andern arithmetischen Betrachtung bewiesen wird. 

8. Lebesgue's Beweis, der sich in der in Nr. 3 be- 
reits angeführten Arbeit sowie in einer andern Abhandlung im 
2. Bd. des Liouv. Journals*) befindet, ist von dem Eisen- 
stein'schen wesentlich nur dadurch verschieden» dass 
die Summe S unter der andern Form (14) angewendet 
wird. Entwickelt man dann nämlich wieder die Potenz S^, so 
sind die CoefBcienten der Entwicklung diejenigen Zahlen, aus 
deren Eigenschaften Lebesgue seinen Beweis abieilet. Ohne 
denselben hier reproduciren zu wollen, werden wir nur jene 
Zahlen näher bezeichnen und, was nach dem Vorigen leicht ist, 
ihre Werlhe ermitteln. Da nach (14) 

ist^ so wird, wenn wir 

setzen, der Coefflcient Bq^a offenbar die Anzahl der Lösungen 
der Congruenz 

(34) 5,^ + *2^ + •••• + *ff^ = « (™<>d' P) 

bezeichnen, in welcher 5,, s^y * - » . Sq gleiche oder verschiedene 
Zahlen der Reihe 0, 1, 2, .... p — 1 sein können. Es ist nun 
zuerst leicht einzusehen, dass Bg^a denselben Werth hat für alle 
quadratischen Reste a = a, und wieder denselben Werth für 
alle quadratischen Nichtresle a «= /3. Denn, bedeutet a irgend 
einen quadratischen Rest oder Nichtrest, so können alle quadra- 
tischen Reste resp. Nichlreste in der Form ay'^ gedacht werden, 
welcher sie (mod. p) congruent sind, wenn y eine passend ge- 
wählte, nicht durch p theilbare Zahl ist, da man, wenn a einen 
andern quadratischen Rest resp. Nichtrest bezeichnet, eine Zahl 
z durch die Congruenz az~a (mod. p) bestimmen kann, welche 
nach dem 3'"^" Satze in Nr. 2 nothwendig zu den quadratischen 
Resten gehört, also dem Quadrate einer gewissen Zahl y (mod. p) 



*) Recherches sur les uombres. 
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congruenl sein muss. Bestimmt man sodann die Zahlen /j, Z^» 
.... tq den Congruenzen: 

/, ~ *j y, 1^^821/, , ... tq = gqt/ (mod. p) 

gemäss, so liefert jede Auflösung der Congruenz (34) eine be- 
stimmte Auflösung der folgenden: 

^i' + V + + i\ = «y' (mod. p) 

und umgekehrt, so dass beide gleichviel Auflösungen gestatten. 

Indem wir daher die beiden Werthe von Bq^^ für Reste und 
Nichtreste resp, mit Bq^ Blq bezeichnen, Onden wir: 

St^Bq,^^Bq,^r-^ B\^rf^, 

a ß 

oder mit Hilfe der Gleichung 

a ß 

S^ =« (Bq ^ Bq^,\^r- + [B^q - ^,,o). Vr^^ ' 

Da wir nun andererseits aus den Gleichungen (31) und (32) 
schliessen» so liefert die Identität beider Ausdrücke die Gleichungen: 

(35) Bq = Bq^Q + Aq^i , B'q =: Bq^o — ^,1 , alsO Bq + J?'^ = 2 Bq^ o 

Da ferner jede Combination der Werthe s^, $2, . . . . Sq ans 
der Reihe 0, 1, 2, .... p — 1 für irgend einen Werth von 
a eine Lösung der Congruenz (34) liefern muss, so muss die An- 
zahl aller Combinationen gleich der Summe aller Zahlen Bq^a sein, 
und so folgt die Gleichung: 



Bro + ^{Bq + B'q)=p9. 



2 

also nach (35) folgende Werthe: 



(36) 



2*2 2 



y~i ^—1 q^2 

ff,=/>'-» + (-1) ' ■ * .p' 
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9. Eioen etwas andern Gang nehmen die beiden 
Beweise von Liouville und Eisenslein*)» welche, was 
ihr Princlp betrifft, unter einander als identisch 
anzusehen sind. Sie gründen sich auf das Lemma, 
welches dem 3''" und 5'"^" der Gaussischen Beweise 

zum Grnnde liegt. Die absolut kleinsten, zwischen -{- ^-^ 
und — ^—^ inclusive liegenden Reste der Reibe 



2 



n — I 

1 . 9, 2 . 9, 3 . 9, . . . . ^—^ . q 



2 

werden nämlich thetls positiv sein — diese nennen wir a^, a^^ 
. . . .ai — theils negativ — diese seien — 6| , — h^ — 6^, 

sodass i -{- fft n. ?^I1- . Die Zahlen a sowie die Zahlen b sind 
unter einander verschieden, da jene Multipla von q einander nicht 
(mod. ji) congruent sein können; die ^—^ Zahlen a und h zu- 
sammengenommen bilden aber alle Zahlen der Reihe 1, 2, 3, 
.... ^ - Z • denn die Zahlen h sind ebenso wie die Zahlen a nicht 

grösser als ^^ , und kein h kann einem a gleich sein, da sonst 

ihre Differenz und folglich die Summe derjenigen Multipla 

von q, denen sie congruent sind, durch p theilbar wäre, was 

offenbar für keine zwei jener Multipla möglich ist. Man hat 

daher: 

fi — ' 1 
a^ . a^ » , * m üx • hy . ^2 • • • 6|u ''^ 1.2.3... , — - — 

und 
( — iy*.a|<i2-*- '«i . ^162' •••*/<— ^ .2.3....-^-r — .q (mod.p). 

Da nun q ' ^ ( -r j (mod. p) ist, so erhält man aus der 
Verbindung mit den beiden vorigen Relationen: 



(J) = (-!)/• (a,od.p) 



*) Liouville sur la loi de räciprocit^ dans ia thäorie des räsidui 
quadratiques, in seiDem J. Bd. 12; Eisenstein, appHcation de 
Talgebre ä rarithm^tique Jbranscendante, in Cr eile's J. Bd. 29. 
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oder vielmehr 

(f) - '- "-• 

Dies Toraus geschickt, ist es leiclit» einen Ausdnicli aus Ein« 
lieitswurzeln zu bilden» welclier gleicli | -M ist. In der Tiiat 



findet man: 



•='? 



da in dem Producle jedesmal ein Factor des Zälilers einem 
Factor des Nenners gleich wird,, sobald aq einer der Zahlen a, 
dagegen einem Factor des Nenners entgegengesetzt gleich wird, 
sobald ciq einer der Zahlen — b des Hilfssatzes (mod. p) congruent 
ist, sodass das ganze i^roduct den Werth (— 1)/* erhalt. Ist nun 
q eine primitive Wurzel von ar« as i, so ist ebenso: 






^ (-;)-n 



^p - p-pfi 



Dies sind, unter etwas anderer Form, die Ausdrüclce, welche 
Elsenstein und Liouville bei ihren Beweisen benutzt haben. 
Im weiteren Verlaufe ist des Erstem Beweis dem Liouville* 
sehen insofern vorzuziehen, als dieser weniger symmetrisch und 
direct verfährt Jener schliesst das Reciprocitfttsgesetz 
durch directe Vergleichung der beiden Ausdrücke von 

1^1 und (~). welche etwa folgesdermassen bewerlc- 
stelligt werden kann: Da 

^^i ^(x — 7-2) {x — r*) {x — r^-^^) 



gesetzt werden kann, so ergiebt sich für or «» -^: 



a=lzl 



JJ{a — br^^) ^YJia — dr*«) (a — br"^ 



a=l a=l 



(39) — JT(« r« - bV) (ar^—ir^. 
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und auf äbnlichein Wege: 






Bezeichnet also R eine solche primitive Wurzel der Gleichung 
xPi s= 1, dass r B» /??, ^ -ss A/* isi, so flndet sich, wenn in der 
Formel (39) « = ^, 6 =5 ^-^ gesetzt wird : 

V'/ a=l /:/ = X 

und, wenn in (40) a = r«, 6 = r~« gesetzt wird: 

In diesem Producte hat jedesmal der erste Factor gleichen, 
der zweite Factor entgegengesetzten Werlh, wie im vorigen; da 

das Product im Ganzen aus ~— . ^^ solchen Gliedern besteht, 

findet man also endlich 



(v) - (f ) • '- '> 



Liouville dagegen wendet die, aus der Formel (39) 
dadurch, dass a «= 6 a== 1 gesetzt wird, sich ergebende 
Gleichung 






^ ^~ ^' ' • n '^~ ''~"^' 



7-1 



und die Beziehung p ^ ^ | ^ j (mod. q) an. Erhebt man 
nämlich die vorige Gleichung zur Potenz ^^ , muUiplicirt im 



p- 1 



Zähler und Nenner der rechten Seite mitiTTfr« — r-**) und 

lässt in der f/^" Potenz dieses Products, das dann den Zähler der 
rechten Seite bildet, alle durch q theilbaren Glieder fort, so 
nimmt die letztere Beziehung die Gestalt an: 
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a = l ^ ^ 

und ergiebt durch VergieichuDg mit (37) das Reciprocitätsgeselz. 
Ohne näher auf den 4'^^* Gaussischen Beweis hier 
eingehen zu können, wollen wir doch noch zum Schluss 
hemerken, dass auch er mit den beiden eben mit- 
gelheilten Reweisen dem Princip nach identisch ist. 
In der Thal ist nach den Gleichungen (22) und 

S^ TT (r2Ä-i — r-2^+1). 



U 



wofür aber nach den Gleichungen (20) auch 

1^1 



a 



2 



gesetzt werden kann» wenn Sp gleich ( — 1) ^ oder gleich 

( — 1) * genommen wird, jenachdem p von der Form 4 n + 1 
oder 4 M -^ 3 ist. Bezeichnen wir nun S mit ^ (1 , />) und Sq 
mit f (q, p\ sodass 

t (1, p)^^p.Yl ('•• — O. ^ fe-P) = ep.JJir^^ — r-^i) 

ist, SO betrachtet Gauss den Quotienten ttt-^» för welchen 

iff (1, p) 

nach (19) die Gleichung {^\ = ^^ 

besteht. Ebenso wird sein: 

/p\ _. ^ (p* 9) 
\qj ^(i»y) 
wenn gesetzt wird: 

(_ 1) ^ I 1 ^r = 4 W + 1 




*♦ = < ^ ' , V , wenn , 
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Diese Gleichungen, aus welchen sich 

ergiebt, sind dieselben, wie die Gleichungen (37) und (38), und 
der Unterschied des Gaussischen Beweises von den eben 
dargestellten besteht nur darin , dass der Werth des Quo- 
tienten auf der Rechten der letzten Gteichung, vi elcher vorher 
aus der Vergleichung iler Factoren der ^-Functionen gebildet 
wurde, bei Gauss aus den fertigen Werthen, weiche er für die 
'^-Functionen in seiner Abhandlung bestimmt hat, abgeleitet 
wird. 



Zehnte Vorlesung, 

Anwendung der Ereistliellnng ssur Zerlegung der Zahlen 

in Quadrate* 

1. Bevor wir von den quadratischen Resten zur Betrachtung 
der Reste höherer Potenzen übergehen, ist es zweckmässig, eine 
andere Anwendung der Kreistheilung auf die Zahlentbeorie, welche 
die Zerlegung der Zahlen in Quadrate betriflt, hier einzuschalten. 
Wir haben zu diesem Zwecke an die mit ^ (A, Ar, m) bezeichnete 
Function wieder anzuknüpfen und zwei Eigenschaften derselben 
abzuleiten, welche für die meisten Anwendungen der Kreistheilung 
auf arithmetische Fragen die wesentlichste Grundlage bilden. 

Es war aber 

(ö)*,r).(«*,r) 



if (Ä, k, «) 



(fl»*+^, r) 



ein Ausdruck, welcher nach Gleichung (28) der 8. Vorlesung 
den Werth 

(1) t/; (A, k, W) = >'<ö*ind.A*~(A+*)fnd.<l+^) 

hat, wenn die Summe der Zahlen A, A nicht durch p — 1 theil* 
bar ist. Ersetzen wir hierin A, k durch — A, — k und mulüpli- 
ciren die entstehende Gleichung mit der Gleichung (1), so er- 
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halten wir: 

{to\ r) (fl^ ^^ r) . (to\ r ) i& T^ , r ) 
(«*+*, r) (»-^"^ rj 

Da nun, wenn auch h und Ar durch p — 1 nicht theiibar sind, 
nach Gleichung (29) der 8. Vorlesung 

Kr) (a>~*,r) = (- 1)* . p, (a>*,r) (a)-^,r) = (- l)^p 
(fl)^+^ r) (©-*-* r) = (— l)A+^p 

ist, so hat der Quotient auf der linken Seite den einfachen Werth 
p, und man erhält die wichtige Gleichung: 

(2) p = '^/ (Ä, Ar, to) . if; (p — 1 — h,p — 1 — Af, ») 

oder: 

(3) p «r 'V|)(|*ind.ft-(ÄH-*)ind.(l+^) ^ "VT^-Ä Ud. ^-HA+Ar) ind.U+A*) 

d. i. eine Zerlegung der Primzahl p in zwei, offenbar 
conjugirte, complexe ganze Zahlen, welche je nach den 
verschiedenen Werthen, welche man h und k beilegen kann, aus 
Einheitswurzeln verschiedener Grade zusammengesetzt sein werden. 
Nimmt man z. B. ArasnA an, so wird (s. Formel (30) der 
8. Vorlesung) 

(4) ^ (Ä, «Ä, o) = t» (w*), 

und die GleichungiBn (2) und (3) erhalten folgende Gestalt: 

(5) P=»tf;»(o>*)-i»^i.{0' 
und 

(6) p«= V'(ai*)inÄ-^~<'H-l)li>d.(HTu) .^(o,*)-iiid./«-H«+l)tod.O-h/«)^ 

Für Ä «=/" darf Ar «=» (« — 2)/ gewählt werden, und dadurch 
erhält man, indem man wieder tx/ mit a bezeichnet, vermittelst 

der Formel 

(7) p » ST'ftind. /*+ in*. (l+A«) . V'«- *»^- A« - *»*• (1+A*) 

eine Zerlegung der Primzahl p in zwei conjugirte com- 
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plexe ganze Zahlen, welche aus der «'^ Einbeilswurzel 
tt gebildet sind. Wird 

^«lnd./u + tod.(l+^) ^Aq + A^CC + A^tt^ + .... + Ae^ift'-^ 

gesetzt, indem A^, A^, .... Ae-.i die Menge der Zahlen fi aus der 
Reihe 1, 2, 3, . . . . p — 2 bezeichnen, für welche resp. ind. ft 
+ ind. (l + #*) ^^0 Zahlen 0, 1, 2, ... . e — 1 (mod. e) congruent 
wird, so muss 

(8) A^ + A^-\-A^-\-.... + ^,«1 — p~2 

sein, und die Gleichung (7) lässt sich auch so darstellen: 

Nach der in der vorletzten Nr. der 8. Vorlesung mitgetheilten 
Methode können die complexen Factoren von p leicht gefunden 
werden. Da man z. i]. für den dort durchgeführten Fall findet: 
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61 — $12+ 12«-f€«'+15«'+14««, 12+lt«*+6«*+15«»+14«). 

2. Wir fc fj irifl iar s kiafort nie ^ (il, it. f lica ämwirmk, 
weldMr «M 1^ Ol, i; «y hcrfwgdrt, wtmm 4ie priaüifc W vid • 
4er Clcitbtf0{ j^^ «« 1 Avch die pruBüiTe Wand f 4cr Caa* 
gmott j^r-i = 1 'no4. ^i; ersem wird, fmr zwd Zaldai A, Ar. 
d^ca Summe dwdb # — 1 aidbl thdiliar kl, «crdoi vir dca- 
Mcfc habe«: 

ludeiii wir 000 k und Ar ab poHlive ZaUen forausseUoi» 
treidle kleiner ab p — 1 siiid» onterscheidea vir zwei MS^Iidfee 
Fälle: entweder iit A -f- ^ < P — 1* ii>mI dann bt, wenn wir 
ffjnp — 1 — A — k setzen, n ebenfalb kleiner als p — 1, ebenso 
auch h -j- n a^ p — 1 — A. Alsdann kann man setzen: 

t(h, k. g) ^^/"-/•+''*^(»+i-> (rood. p) 

i^ (h, k,g) J^l^^ . ili + 1)- {moi.p). 

indem man die Summaüon bis ft s» /» — 1 erstrecken darf, weil 
das entsprechende Glied der Summe durch p theilbar wird. Denkt 
man sich die Potenz {fi -^ 1)* nach dem binomischen Lehrsalze 
entwickelt, so nimmt diese Congnienz die Gestalt an: 

(11) t(Ä,A,^)r:-^f.*^*+ i,,^^^-« + .... + i,_i^M*+i+^^* 

(mod. p). 

In welcher it|, n,* * * ' • "«-i ^'^ BinomiaicoSflicienten der n^ 
Potenz bezeichnen. 

Hier wollen wir nun bemerken, dass ^ft^ entweder der Null 
oder der negativen Einheit (mod. p) congruent ist, Letzteres, wenn 
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k durch p — 1 tbeilbar ist, nach dem Fermal 'sehen Lehrsatze, 
Ersteres, wenn k nicht durch p — 1 theilbar ist, deshalb, weil dann 

>^^*=S^y^«di"~S^^*^ (mod. p) 

und die letzte Summe gleich -—r , folglich der Null con- 

gnient ist 

Da nun A -f- n < p — 1 ist» wird der Exponent in keiner der 
Summen, welche die Congruenz (11) eathält, durch p — l theil- 
bar, und daher ^ 

1); (A, k, g) ^ (mod. p) 
sein. 

Oder es ist Ä 4" ^ ^ P — 1» während es doch <2(p — 1) 
sein muss; setzt man dann « =» 2 (p — 1) — h — Ar, so wird 
n < p — 1, aber ;i + ä = 2 (p — 1) — k zwischen p — 1 und 
2 {p — 1) enthalten sein. Da jetzt wieder 

%l/ (A, Ar, g) -i^ >>^ft^ {(i + 1)« (med. p) 

gesetzt werden kann, und in den Summen , welche die daraus 
hervorgehende Congruenz (11) enthält, nur ein Exponent durch 
p — 1 theilbar wird, nämlich derjenige Ä + n — $, welcher gleich 
p — 1, oder für welchen j«=sp — i — k ist, so wird nach der vor- 
her gemachten Bemerkung 

•^ (Ä, k,g)i= — üf^i^k (wiod. p). 

Hiernach ergiebt sich der Satz: Jenach dem in der 
Function iff (h, k, g) die Summe der beiden Zahlen h 
und k kleiner oder grösser ist als p—1, wälirendsie 
selbst kleiner als p — 1 vorausgesetzt sind, ist 

^ (Ä. k, g)~.0 I 

^ (^> ^.g)^- ji(p^i-^A). J2(p^iii^) | 

wo die Zeichen 77 die Producte aller ganzen Zahlen bis 
zu den angedeuteten Zahlen hin bedeuten*) 



*) 8. Jacobi in der Note über Ereistheilung Cr. 7. Bd. 30; vgl. 
Eisenstein in seinem Beweise des cnbischen Redprociiätsgesetzes 
in Cr. J. Bd. «7. 
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3. Von diesen allgemeinen Betrachtungen» welche für das 
Folgende die Grundlage bilden, wollen wir nun zu einigen be- 
sonders interessanten speciellen Fällen übergehen. 

Sei zuerst p von der Form 4«+!, sodass p — 1 den Factor 
4 bat, den wir für e nehmen. Dann entspringt aus der Formel 
(7), wenn man beaciitet, dass a als primitive vierte Einbeits* 
Wurzel die imaginäre Zahl t ist, die folgende: 

(12) p = ^jind. Ou+A«') . V r-i«d. Oi+A«*). 

Unterscheiden wir die Fälle, in denen ind. {(i -{- f*') einer 
der Zahlen 0, 1, 2, 3 (mod. 4) congruent ist, und bezeichnen mit 
^, A^, A^t ^3. wie oft jeder dieser Fälle sich ereignet, so wird 

(13) A,-^A, + A., + A., = p-2 
und 

(14) ''^,'-^>+^^ = ^0 - ^2 + '• (^1 - ^3) 

sein. Setzt man daher A^ — A^^^ a, A^ — A^^=b, so ergiebl 
sich aus (12): 

(15) p =« a« + b\ 

d. h. der berühmte Salz der höheren Arithmetik: Jede Prim- 
zahl von der Form 4n -|-- 1 kann als Summe zweier 
Quadratzahien dargestellt werden. 

Wenn so von diesem arithmetischen Salze ein einfacher Be- 
weis aus der Kreistheilung gewonnen wird, liefert dieselbe noch 
den nicht zu unterschätzenden Vortheil, dass man die Werthe 
der ganzen Zahlen a, h nach der früher angegebenen Methode 
mit Leichligkeit berechnen kann. Um ein Beispiel zu betrachten, 
sei p= 13. Nimmt man gr = 6 als primitive Wurzel, so er- 
hält man: 

l»c=:l, 2, 3, 4, 5,6, 7,8,9,10,11,12 

ind. iii = 0, 5, 8,10, 9,1, 7,3,4, 2.11, 6 
ind.fi'+ind. (l + |ii) = 5,13,18,19,10,8.10,7,6,13,17, 
ind. /* + »n<l- (1 + f*) ^ 1» 1, 2, 3, 2,0, 2,3,2, 1, 1 (mod. 4) 
also: 

y^iind.(fi-\-fi^ = 1 ^ 4,- 4. 4,-2 _|. 21» = — 3 -f- 2/ , 
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« =. — 3, 6 = 2 

und: 

13 — 3» + 21 

Ein iweites Beispiel sei p »> 17. För die primitiTe Wurzel 
j)fs» 3 findet man: 

^— 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9,10,11, 

12, 13, 14. 16. 16 

Ind. f» — 0, 14, 1, 12, 6, 16, 11, 10. 2, 3, 7, 

13. 4. 9, 6, 8 

ind. fi + ind. (1 + ^) — U, 16, 13. 17, 20, 26, 21, 12. 6, 10, 20, 

17, 13, 16, 14 
ind. fi -f ind. (1 + ^) ~ 2, 3, 1, 1, 0, 2, 1, 0,1, 2, 0. 

1, 1, 3, 2 (mod. 4). 

Datier ergiel>l aicb: 

^ = 16 

^,nnd.C«+|*») «= 3 -f 6l + 4fl + 2l»-=r — 1 -f 4i. 

ö — — 1, 6 = 4 
und 

17 — 1« + 4*. 

4. In der Zerlegung 

P — ^^ + y' 

einer Primzahl p von der Form 4ii -{- 1 muss eins der Quadrate 
notliwendig gerade, das andere ungerade sein. Es besreht nun 
der Satz, dass eine solclie Zerlegung eine völlig be- 
stimmte ist, oder dass es nur eine einzige Zerlegung 
dieser Art giebt Hiervon wird später ein aus allgemeineren 
Principien geschöpfter Beweis gegeben werden, hier mag der fol- 
gende seiner Elnftichlieit wegen Platz finden. Angenommen, man 
habe auch noch 

P-^ + v'. 

und x\ ^ seien die ungeraden. y\ if die geraden Quadrate beider 
Zerlegungen, so ist leicht zu sehen . dass ^^ aa x\ tj^ «» y^ sein 
muss. Denn aus den beiden Zerlegungen folgen die drei Glei- 
chungen : 

p2 a« (a:| + ytf)^ + (xfi — yi)\ p* «= (arg — yi]f -f («i?+yö* 

p{if — y«) »» {xri 4- y|) (xri — y|); 

da wegen der letztern einer der Factoren xt^ -{- y^, xri — yl 

BAOBKAmr, Lehn d. Krttith. 9 
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durch p theilbar, we^j^en der beiden erstem jeder derselben aber 
offenbar kleiner als p sein muss, so niuss einer von ihnen gleich 
Null sein, was sofort die beiden Gleichungen i^^ >» y'. also ^z^^x^ 
zur Folge hat 

Wird nun aber auf irgend einem Wege p als die Summe zweier 
Quadratzahlen: 

p—, 0^ ^ y2 

gefunden, so entsteht die Frage, welches der beiden Quadrate 
das gerade, welches das ungerade sei, nnd, da zwei Zahlen von 
gleichem Werthe, aber entgegengesetzten Vorzeichen dasselbe 
Quadrat haben, bleibt ferner zu untersuchen, ob die Zahlen x, y 
positiv oder negativ sind. Wir wollen diese Untersuchung für 
die durch die Formeln der Kreistheilung crhalfene Zerlegung 

p^a^^h^ 
hier durchzuführen suchen. 

Es ist aber zunächst leicht zu sehen, dass dabei 
a die ungerade, h die gerade Zahl ist Wir beginnen 
damit die Summe 

^V'i-ind. ,u4- ia^- ( M»/« ) 

ZU transformiren. Setzen wir in den Formeln (29) und (30) der 
8. Vorlesung h e»^-— und in der letzten sodann einmal n^^l, 

das andere Mal 11»= 2, so erhalten wir, da c» ^ >»t, o ^ s» _ / ist, 

(16) [i,r).[-i,r)^{-\)' ,p 

(17) ♦ilO — (ZTiT^- *:f W — — (=7777) 

Die letzte dieser Formeln kann man auch folgendermassen 
schreiben: 

(18) ^,(o==^,(,vJ=^'--. 

Nun haben wir in Nr. 3 der vorigen Vorlesung gefunden, dass 

der Werth des Symbols ( — 1, r)^ gleich ( — 1) ^ p «= p ist, da 

hier ^ gerade vorausgesetzt ist; wenn man daher die Gleichung 

(16) berücksichtigt, so nimmt die letzte Gleichung folgende Ge- 
stalt an: 
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p-i 
(19) ^, (.•) = (- 1) * if;, (0 

und giebt, wenn man für ^^ (i), ^2 (^) ^^^^ Ausdrucke nach 
Gleichung (28) der vorletzten Vorlesung setzt, die bezweckte 
Transformation: 

(20) ^t^d.,w+ind.(l-fiu) =:, (_ 1) * , %^ jind.^+«ind.(l+^) . 

/. = ! A« = l 

Aus dieser Gleichung, in welcher die linke Seite in der 
vorigen Nr. gleich a ^ bi gesetzt worden ist, folgt nun zunächst, 
mit Vernachlässigung von Gliedern, welche den Co^fßcienten 2 
haben, die Congruenz: 

a + bi^ ^ t'»^ A« (mod. 2) , 

denn, da ,-ii>d.^+2ind.(i+/i) entweder gleich t^^f oder gleich — i*"^/* 
ist, kann man allgemein 

l'ind. /i-f 2 ind. (l+/() ,__ |iud./i _1_ 2 f . fi^^-t*" 

setzen, worin f die Null oder die negative Einheit bedeutet, je 
nach den beiden möglichen Fällen. Nun befinden sich in der 

Reihe 1, 2, 3, ... p — 2 nur — - - quadratische Reste, weil — 1 also 

auch p — 1 quadratischer Rest von p^=^4 n -{- 1 ist, (nach 

Gleichung (7) der vorigen Vorlesung), die übrigen -- — Zahlen sind 

quadratische Nichtreste, der Index von jenen ist eine gerade, der 
Index von diesen eine ungerade Zahl (nach Nr. 2 ebendaselbst), 
also findet man leicht: 

a + bi-E^^ + I . ?~- - 1 (mod. 2), 

woraus a als die ungerade, b als die gerade Zahl sich 
ergiebt. 

5. Es kann aber sogar noch weiter festg'estellt 
werden, welchen der Reste -{- 1 oder — 1 die Zahl a, 
durch 4 getheilt, lässt. Setzen wir zu diesem Zwecke die 
Summe 

^^ ,-ind.|U+2 Ind. (1 -f/u) 

9* 
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in die Form: 

sodass 

X a» ind. I» , A: = ind. (1 + (i) 

ist, so muss diese neue Summe über alle Wertbe von iL aus der 

Reihe 0, 1, 2, .... p — 2 bezogen werden» den einen Werth ^-^ — 

ausgenommen, welchem f& «» p — 1 d. i. ein Werth entsprechen 
wurde, der in der ersten Summe nicht mehr zu nehmen war; 
jedem Werthe von l entsprechend ist k so zu bestimmen, dass 
die Congruenz 

^* = 1 + ^* (mod. p) 
erfüllt wird. Wenn nun 

gesetzt wird, so findet man or, wenn man l nur die geradzahligen 
Werfhe annehmen lässl; weiche ihm zukommen, es wird also: 

(21) « - ^{- 1)»'+* , 

P—S 

wenn man V alle Wertbe 0, 1, 2, ... . '-^ beilegt, mit Ausnahme 

von ^ , und k jedesmal durch die Congruenz 

(22) 9'^i+ 9^' (mod. p) 

bestimmt. Sieht man zunächst von dem Werthe A'»bO ab, so 
lassen sich die übrigen zulässigen Werthe in Paare ordnen von 

der Art, dass die Werthe eines Paares X' und — ' X' sind, und 

<m 

X' die Werthe 1, 2, 3, ... . ^— — anzunehmen hat. Sind k^ und k' 

die zu einem Paare gehörigen Werthe von Ar, so findet man 

/•+*' = (1 + g^') (1 + iT^') - g-^^' (l + ^')« (mod. p) 

d. h. ^+^ ist einem Quadrate (mod. p) congnient, folglich 
k^ 4- k' eine gerade Zahl oder hfi^U (mod. 2). Ffir r «» 
liefert die Congruenz (22) ^ ~ 2 (mod. p) ; nun ist (siehe weiter 
unten in Nr. 3 der 15. Vorlesung) Zwei quadratischer Rest 
oder Nichtrest von p, mit andern Worten: k gerade oder un- 
gerade, jenachdem p die Form 8n -{* 1 oder 8n -f- ^ bat; das 

entsprechende Glied der Summe (21) kann also durch ( — 1) ^ 
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ausgedrückt werden. Fasst man von den übrigen immer die 
beiden Glieder 

(- !)»'+*• . (- 1) * 
tusammen, welche einem der bezdchneten Werthepaare von X' 

I 1 

entsprechen, und welche gleichen Werth haben, da ^ gerade, l' 

aber mit — 1\ Ifi mit U gleichartig, nämlich gleichzeitig gerade 
oder ungerade ist, so ergiebt sich: 

u - (-1)~+ 2 .^{- 1)»'+» 

wenn jetzt die Summe über alle Werthe X'>»1,2,3,.... ^-^ 

erstreckt wird. OITenbar kann man daher, wenn mit Ä die An- 
zahl bezeichnet wird, welche angiebt, wie oft X' -f- A: eine un- 
gerade Zahl wird, jetzt 



[-l)' + 2.^-^-iA 



setzen. Diese Gleichung, als Congruenz (mod. 4) aufgefassi» liefert 
in beiden Fällen» för /» »» 8n -|- 1 wie für p »> 8n -{- ^* das- 
selbe Resultat, nämlich: 

« ^ — 1 (mod. 4) . 

Daher erhält man aus Gleichung (20): 

tri 
a =- — (~ 1) * (mod. 4) 

d. h. a ist von der Form An — 1, wenn p ^ 1 (mod. 8), 
von der Form An -{-l^ wenn p^ö (mod. 8) ist, wie es 
an den beiden in Nr. 3 gegebenen Beispielen sich bestätigt. 

6. Durch diese Betrachtungen wird a priori über 
die Frage entschieden, mit welchem Vorzeichen be- 
haftet die Basis des ungeraden Quadrates in der Zer- 
legung von p durch die Methode der Kreistheilung 
erhalten wird. Bezeichnet nämlich p = ^ -f- i9 die völlig 
bestimmte Zerlegung von p als Summe einer ungeraden Quadrat- 
zahl Ä und einer geraden Quadratzahl B, und er die positiye 
Basis der erstem, so whrd man, um daraus a zu erhalten« ^iese 
mit einem solchen Vorzeichen nehmen müssen, dass sie die Form 
An — 1 oder 411-1-1 annimmt, je nachdem p von der Form 
8 « 4" 1 ^^^^ 8 /i + ö ist. 
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Z. B. ist 37 «» 1 + 36; da 37 die Form Sn -f 5 hat, wird 
die Kreisttieiiung die Zerlegung 37 «= »^ -f- 6^ iiefern, in welcher 
= 4-1 *st. 

Ferner ist 41 = 25 -j- IC und von der Form 8n + 1, also 
wird man aus der Kreistheiiung' die Zerlegung 41 «^ a^ -f* b^ 
ünden, worin a »■ — 5 ist. 

lieber das Vorzeichen von b kann ohne Weiteres, 
derNatur der Sache nach, nicht entschieden werden» 
da dasselbe von der willkürlichen Wahl der primi- 
tiven Wurzel gy auf welche in den obigen Summen die 
Indices bezogen sind, in der Art abhängt, dass es in 
das entgegengesetzte übergeht, wenn man g durch 
eine passende andere primitive Wurzel ersetzt. Um 
dies in der einfachsten Weise zu übersehen, wollen wir in dem 

Ausdrucke ^ {h, k, g) der Nr. 2 ä = --— , k «= ^ — setzen. 



wodurch 



^=1 



^' (^ ' ^ ' ^) ^ 5 (^ ' )i«^.(^+^') (mod. p) 



wird. Da aber g * resp. den Zahlen 1 , ^ , — 1 , — g 
(mod. p) congruent wird, jenachdem Ar ~ 0, 1, 2, 3 (mod. 4) ist, 
so ergiebt sich ofifenbar. 

^ (^^S~^ , p) = ^0 + ^t9 ' -A^-A^g"" 
oder 

t|;('^^,?^\5rWa + 6^ * (mod.p), 

wenn >^0, A^, A^^ A^, a, b dieäelbeo Zahlen bedeuten, wie in Nr. 3. 
Andererseits ist nach dem Satze In Nr. 2 ^f {--?— . ^~i~" t ^ ) = 

(mod. p), da ^-— -f- «" "^ ^ — "'^ ^^'' demnach ergiebt sich 

(23) a-i-^ bg* ~0 {mod.p). 

Hieraus erhellt jene Abhängigkeit; die, von g verschiedenen 
primitiven Wurzeln y zerfallen nämlich in zwei Klassen, für deren 
eine y = g^'^^ ist, während die andere der Congruenz y = g^"-^^ 



- 135 — 

(mod. p) genügen. In der That, wenn g^ eine primitive Wurzel 
ist, so ist g"^ = g^^^^^ offenbar auch eine, von den beiden 
Zahlen X und p — 1 — ^ aber ist eine 'stets von der Form 
4n 4* 1, die andere von der Form 4n -f- 3. — Jenach diesen 
beiden Arten primitiver Wurzeln wird aber die Gongruenz (23), 

wenn man g durch / ersetzt, Obergehen in: 

p — 1 

oder in: 

tf — 6y * =0. 

7. Die Gongruenz (23) dient aber nicht allein dazu» das 
Vorzeichen von b, sondern auch dazu, in Verbindung mit einer 
andern ähnlichen Gongruenz die Zahlen a» b selbst zu bestimmen. 
Setzt man nämlich in dem allgemeinen Ausdrucke für ^ (A, Ar, g) 

jetzt A <s 3 . ^-^» A: = ^-^ , so kommt: 






= a — bg ^ (mod. p); 

andererseits Mird nach dem Satze der Nr. 2, da A -f- A >» 6 • ^—-' 
also > p — 1 ist, 



i7M • n{^) 

J_ (mod. p) 



1.2.8 ? 

sein. Da 

so lässt sich die rechte Seite dieser Gongruenz auch auf die 
Form bringen: 



-{-!) 



(n^-) 
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sodns man findet: 

(24) a-bg*={-l)* fffj,^, «^ P)' 

Aus den beiden Formeln (23) und (24) ergiebt sich durch 
Addition: 

(25) « - (- 1) * .^jjS-^^ („od. p) 

und durch Subtraction: . 

(26) h.g* = {-!)*' .^^A^_j/, (med./»). 

Hier kann man noch bemerken« dass aus Wilson 's Satze: 
1.2.3....(p — 1) = — 1 (mod. p) 
und den Congruenzcn: 

>- 1- — l,/> — 2 = -2,....^±^ = -^- mod.p). 



da ^-^ gerade und g ^ ^ — 1 (mod. p) ist, sich die folgende 



2 
Beziehung: 



{l.2.S....^A^^g 






also 

Eni 

(27) 1.2.3 ?=-^ = + ^ * (mod. p) 

ableiten lässt, in welcher das positive oder negative Vorzeichen 

der Wahl von g gemäss genommen werden muss. Wendet man 

diese Beziehung an, so findet man aus (26): 

p-i 

(28) ±26. (^JJ ^7-) '=(-!)' (^^^' P)' 

wo das Vorzeichen dem Vorzeichen in (27) correspondirt. 

Die beiden Formeln (25) und (28) sind sehr interessant, 
weil sie lehren, eine Zerflllung der Primzahl p in die Summe 
zweier Quadrate direct zu bestimmen. In der That» durch diese 
Formeln sind nicht allein die Reste von a, b (mod. p), sondern 
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diese Zahlen selbst vollkommen bestimmt. — Es ergiebt sich näm- 
lich leicht aus der Formel p mA a^ -^ b\ dass a und h den abso- 

luten Werth ^ ^ nicht übersteigen dörfen. Denn a^ »^ p — b^ 

ist < /> — 1; wäre aber ä ■» + f^^ — |- a\, während a posi- 
tiv ist, so ergäbe sich a^ > p — 1, und ähnlich ist es mit b. 
Hieraus folgt, dass a, b die absolut kleinsten, zwischen — ^-^ — 

und -|- ^ Y enthaltenen Reste sind, welche den Congruenzen 

(25) und (28) Genüge leisten. 

Wir lassen die letzten Resultate in folgenden Satz zusammen: 
Bestimmt man die Zahlen a, b als die absolutkleinsten 
Reste, welche den Congruenzen 

(mod. p) 

Genüge leisten, so erhält man unmittelbar die Zer- 
legung von p in die Summe zweier Quadratzahlen, 
nämlich 

p «r a^ + 6« . 

Dieser Satz, in ein wenig anderer Gestalt, ist zuerst von 
Gauss in seiner ersten Abhandlung über die biquadratischen 
Reste''') angegeben worden. Er bemerkt daselbst noch, dass, 
während Ober das Vorzeichen von a in der vorher ausgeführten 
Art entschieden werden kann, ein ähnliches Criterium zur Be- 
stimmung des Vorzeichens für die Basis des geraden Quadrates 
ihm nicht bekannt sei. Während ein solches auch bis jetzt, soviel 
ich weiss, nicht für jeden Fall aufjgefunden ist, werden wir auf 
ein, fQr den Fall p ^^^Sn -{- B von Stern angegebenes Crite- 
rium bei einer späteren Gelegenheit zurückzukommen haben. 

■ I ■» mim !■ II ■■■■■■ m^^ 

*) Gauss, theoria residaornm biquadraücorum commentatio prima, 
in seinen Werken Bd. IL Derselbe Satz findet sich auch bewiesen in 
Canchy^s mem. sur la th^orie des nombres pag. 728, sowie in 
Lebesgae, recherches aar les nombres, in Lionv. J. Bd. 2 pag. 288, 
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Elfte Vorlesung. 
Fortsetzung: Die P&lle jp = 6h -f- 1 und p «= 8n + 1. 

1. Wir setzen» um eine zweite Anwendung der in 
der vor. Vorl. entwickelten Principien zu macheo» 
p von der Form 6n -f- ^ voraus, sodass p — 1 den Factor 3 
hat, der jetzt fUr e genommen werden soll. Dann liefert die 
Formel (7) die folgende: 

wenn man mit q eine imaginSre cubische Einheitswurzei be- 
zeichnet < Die beiden Summen sind resp. gleich 

^ + ^i^ + A9^ «nd A^ + ^,^' + ^j^, 

wo ^Q, A^, A^ die Anzahl bezeichnen» wie efit ind. (f& -f- fi^ einer 
der Zahlen 0, 1, 2 resp. (mod. 3) congruent ist, sodass die 
Gleichung besteht: 

(2) A^ + A,+A^~p-2. 

Da aber q die Gleichung 1 -j- ^ + ^' *" ^ befriedigt, kann man 
die Summen in der vorigen Zerlegung auch auf die Form 

a + 6^ und a -\- bif^ 

bringen» worin a» 6 wieder ganze Zahlen, nämlich 

(3) a — ^0 — ^2- * — ^1 — ^ 

sind, und da das Product jener Werthe nach der Gleichung 
1 + P + p^ «■ die Form a^ — «6 + 6' annimmt, so erhfilt 
man wieder einen interessanten Satz der hdheren Arithmetik: 
Jede Primzahl von der Form 6n -|- 1 kann in die Form 
a* — a6 + 6' gesetzt werden. 

Derselbe kann noch in einer etwas verschiedenen Gestalt 

ausgesprochen werden. Da nämlich p«s — -^ ,^^«= ^ 

gewählt werden darf, so gehen die Ausdrücke a -{- hq, a -{- h^'^ 

IQ — »_ , ^ resp. über, wenn 

(4) A^2a — b, B^b 
gesetzt wird» und aus (1) folgt die Gleichung: 
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(5) 4/)=:^2^3^^ 

d. h. der Satz: Das Vierfache jeder (ungeraden) Primzahl 
von der Form ^n-^-l kann als Summe aus einem ein- 
fachen und einem dreifachen Quadrate dargestellt 
werden. 

Nehmen wir wieder als Beispiel p = 13. . In diesem Falle 

findet man: 

w = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 

ind, f* = 0, ö, 8, 10, 9, 1, 7, 3, 4, 2, 11, 6 

ind. (fi -f fi2) = 6. 13, 18, 19, 10, 8, 10, 7, 6, 13, 17 

lud. (ii + (i^) = 2, 1, 0, 1, 1,2, 1,1,0, 1, 2 (mod.3), 

also 

fi^ii 
y^^ind.{^^M^ — 2 + 6p4-3^2__i^3^^ 

a = — 1, 6 = 3, ^ = — 5, i? = 3 
und die Zerlegungen: 

13 = 1« + 1 . 3 + 32, 4 . 13 == $2 + 3 . 3^ 
Wird zweitens p »» 19 gewählt, so wird gefunden, wenn für 
die primitive Wurzel g die 2 genommen wird: 

fi-» 1, 2, 3, 4, 6, 6,7, 8, 9,10,11,12, 

13, 14, 15, 16, 17, 18 

ind. fi =. 0, 1, 13, 2, 16, 14, 6, 3, 8, 17, 12, 15, 

6, 7, 11, 4, 10, 9 

ind. (^ + fi^) — 1, 14, 15, 18, 30, 20, 9, 11, 26, 29, 27, 20, 

12, 18, 15. 14, 19 

ind. (f* + 11^) = 1, 2, 0, 0, 0, 2, 0, 2, 1, 2, 0. 2, 

0, 0, 0, 2, 1 (mod. 3), 
also 

jM = 17 

^pind.iHT»') «. 8 + 3p + 6p« «= 2 — 3^, 

a — 2, d — — 3, .^«7, ^«»-3 

und die Zerlegungen: 

19 « 2' + 2 . 3 + 32, 4 . 19 = 7« + 3 . 32. 

2. Um zu untersuchen, welchen Rest die Zahl a 
(mod. 3) las st, gehen wir aus von der Gleichung: 

(©*, r) = V'oAiBÄ./« . rf* 
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und setien darin successive h «» ^^, wodurch «* «-* ^ wird, und 
A ». 2 . ~-, so entstehen die beiden Gleichungen: 

(6) {q, r) =r Vp*^'* . r^, (^^ r) — V^«"^/* . i^. 

/. = ! /. = l 

Ferner findet man aus Gleichung (34) der 8. Vorlesung für e=«9, 

ö— 1 
/ »= ^-^— und a «B ^ folgendes Resultat : 

9 

oder vielmehr, da ^^ gerade ist. 



{q, r)^ = p. % (p), 

3 



während bei der Voraussetzung h «» ~-- aus den Formeln (28) 



und (30) ebendaselbst 

hervorgeht. Die vorletzte Gleichung kann demnach auch so ge- 
schrieben werden: 

(7) • (^r)3«:p(a + 6e), 

wenn a, b dieselben Zahlen bezeichnen, wie zuvor. 

Endlich giebt die Gleichung (29) der 8. Vorlesung unter der- 
selben Voraussetzung die Relation: 

(8) (^^).(9^r)-(-l)^p, 
aus welcher man mit Röcksicht auf (7) und, da 

gefunden worden ist, 

(9) (p^r)3==;,(a + &^*) ' 
erhält. 

Nun liefert die Erhebung der ersten der Gleichungen (6) 
zum Cubus folgende Gleichung: 

in welcher W eine ganze Function von r mit ganzzahligen com- 
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plexen Colfficienten von der Form M-^ßg ist, also gleich Ü-^gV 
gesetzt werden kann, wenn Z7, V solche Functionen mit reellen 

CoSfficienten bedeuten^ Da nun ^' «= 1 und ^r^A* = — 1 ist, 

ergiebt sich mit Rücksicht auf (7): 

(10) p{a+b(i) + 1^3(ü+ Vq). 

In dieser Gleichung darf q durch (f^ ersetzt werden, da die 
entstehende Gleichung: 

(11) p {« + 6p«) + 1 «= 3 (17 + Vq^ 

aus der Erhellung von ((f^, r) zum Gubus in ähnlicher Welse ab- 
geleitet werdeil kann. Durch ihre Verbindung mit der vorigen 
'findet man aber die Gleichungen: 

(pa + 1) (1 — rt — 317 (1 — q], also pa + 1 — 3 [7, 
pbQ (1 — rt ~ 3 Fe (l — q), also p6 — 3 F, 

aus denen man» weil sie Beide nur r und ganze reelle Zahlen 
enthalten, wegen der Irreduetibilitit der Kreistheilungsgleichung 
die Congnienzen 

pa-^ 1^0, pb^O (mod. 3), 

folglich auch, da p ^ 1 (mod. 8) ist, die folgenden : 

« = — 1 , fc = (mod. 3) 

erschliesst*) 

3. Auch hier kann, wie von der Zerlegung der Primzahlen 
in die Summe zweier Quadrate gezeigt worden ist, die Zerlegung 
der Primzahlen p von der Form 6n -|- 1 in complexe Factoren 
von der Form a -^ bg oder ihre Darstellung in der Form 
a« — ab '■\- b^ oder endlich, was auf dasselbe hinauskommt, die 
Darstellung von 4p in der Form A^ -}- 3B^ durch elementare 
Formeln direct bestimmt werden. 

Um dies zu erreichen, setzen wir in dem Ausdrucke ^ (A, Ar, g) 

fOr h und k den Werth ^-^; dann wird 

9 



*) Seist man Iiiemacb bsstZß, so nimmt die Gleichung (5) die 

Gestalt 

4p « ^« + 27 |P 

an, und man beweist leicht mittels derselben Prindpien, die in Nr. 4 der 
vorigen Vorlesung angewendet worden sind, dass eine solche Zerlegung 
von 4p nur auf eine Weise möglich ist. 
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*{'~7-'-'-7--')^2{'1'"' 



h—p-\ p-\ 



-t:iiid.(i+iu) 






Da aber g resp. den Zahlen 1, g , g (mod. p) congruent 

ist, j^nachdem Ar ^ 0, 1, 2 (mod. 3) ist, und da die Congruenz 
stattlindet : 

(12) g' ' +g' + l-'0 (mod. p). 

so reAucirt sich offenbar jene Summe (mod. p) auf 

Pr}. 9 P-zl Pzl 

^^0+^9 + ^2^ =1 rt + 6 . gr ' (mod. p), 

wenn ^q. A^, A^, a, d dieselben Zahlen sind, wie im Vorhergehen- 
den. Da andererseits wegen der Bedingung A -j- A: < p — 1 der 
Ausdruck '^ [h, k, g) durch p thellbar ist, findet sich 

(13) ^ö + ^1^ ^ + ^2 y '^ ^a +b,g'^ ~0 (mod. p). 
Wenn dagegen /i = 2 . ^^^, Ar = 2 . ^-v" gesetzt wird, 

also /< -|- A > p — 1 ist, so ergiebt sich 

(mod. p), 

und nach dem Satze in Nr. 2 der vorigen Vorlesung folgende 
Congruenz : 

(14) ^, + ^,y ^ -^A,g^ = a-{-bg » =, _ 1J__| 

. (mod. p). 

Mit Rucksicht auf die Gleichungen (4) schliesst man aus 
den Congruenzen (12), (13) und (14) die folgende: 







/t 



3 



(15) A — '-^-^j^^^ (raod.p), 

welche vermittelst der Congruenzen: 
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o P- 



(mod. p) 
auch so geschrieben werden kann: 

(16) ^(TJ^-=^y~-n(p-l) = + l (raod.p) 

und dann den spater zu benutzenden Satz lehrt, dass 
die Zahl A cubischer Rest von p ist. In der That, man 

kann z so wählen, dass z . / /l^~5~~ ) ^^ ^ (mod. p) wird; durch 

Muitiplication der Congruenz (16} mit z^ ergiebr sich dann aber 
A-==iz^ (mod./;), d. h. A als Rest eines Cubus. 

Der Congruenz (13) kann man nachstehende Form geben; . 

^ + J?Yl -f 2^ ^ )=0 (mod. p) 
oder auch wegen (12) folgende Form: 



1^-1 ,.;>~i 



(17) A-^B(^g'' — g' \\i^0 (mod. p), 

weiche je nach der willkürlich getroffenen Wahl der primitiven 
Wurzel g das Vorzeichen von B bestimmt; denn es ist leicht zu 
sehen» dass dies Zeichen sich verändert^ wenn man statt g eine 
.andere primitive Wurzel y passend wählt. In der That, alle 
übrigen primitiven Wurzeln zerfallen in zwei Classen, jenachdem 
ihr Index von der Form Sn -{- 1 oder 3n -f- ^ ^^^> ^"^ ^^^^ ^^ 
in jeder dieser Classen wirklich primitive Wurzeln giebt, folgt 
daraus, dass ^^ eine primitive Wurzel ist, wenn A: gegen p — 1 
prim ist, und dass dann k durch 3 nicht theilbar ist, also stets eine 
der beiden Zahlen k und p — 1 — k die Form 3 n -{- 1, die 
andere die Form 3n -{- 2 haben muss. Ersetzt man nun in (17) 
g durch eine primitive Wurzel y der zweiten Classe, so ergiebt 
sich leicht: 

A — B(y ^ ~y ^ \=0 (mod. p), 

wie behauptet wurde. 

Durch die Congruenzen (16) und (17) sind nun die Zahlen 

^^ ^vollständig bestimmt; denn^ dasiederGleichung.4/i«s^-f'3^' 
genügen sollen, so können sie numerisch nicht grösser alsp — 1 
sein. Dies erhellt für die beiden ersten Primzahlen von der 
Form 6n + 1, nämlich p »» 7 und p =» 13» wenn man ihre 
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ZerlcfOBgca «irUkh wfifrtit; 

4 . 7 — 1» + 3 . 3*, 4 . 13 — 6* + 3 . 3*; 
jede grOftere IVkuahl p tm dieMr F«rai akcr gesagt der Un- 

gieirbbeil 4 < ^; da noo ^ < 4p, ^ < ^p ist, wird auch 

jfi <^,B^ <\ .^ Min nuMeo, w<irans das Behauptete Mgt^ 

Auf sokiie Weise gebngt man zu lUgendeni Satze, weidMr deaa 
in Nr 7 dar Toriges Vorleasag ausgeaprocbencD ganz analog fat: 
Bestimmt man A, B als die absolot kleinsten Zah- 
len, welche den Congruenzen: 

genfigen, so zerfällt das Vierfache der Primzahl pron 
der Form 6ii + 1 nach der Gleichnng: 4p«» ^1^ -f- ^^' 
in die Summe eines einfachen und eines dreifachen 
Quadrates. 

Noch muss bemerkt werden, dass sich wieder a priori an- 
geben Usst, mit welchem Vorzeichen die Basb des einfachen 
Quadrats durch diese Metfiode erbalten wird; denn, da A^^ 2a — b 
ist, folgt aus den Congruenzen a ^ — 1, b^O (mod. 3) die 
dritte : 2 ee: -j* 1 (mod. 3), welche das fragliche Vorzeichen bestimmt* 

Dieser Satz ist bereits in Cr eile 's J. Bd. 2 in einer kleinen 
Abhandlung (de residuis cubicis comroentatio numerosa) ?on 
Jacob! ausgesprochen worden. Er findet sich ferner bewiesen 
in Cauchy's m^m. sur la thiorie des nombres, pag. 72ö, und 
in Lebesgue's recherches sur les nombres in Liouv. J., Bd. 2, 
pag. 279. Vgl. auch Stern in Cr. J, Bd. 7, pag. 104, Clausen 
ebend. Bd. 8, pag. 140, sowie die Bemerkungen von Stern zu 
dieser letzten Notiz, ebendas. Bd. 9, pag. 97. 

4. Endlich wollen wir die Primzahl pvonder Form 
8n -|- 1 voraussetzen. Da sodann p — 1 den Tiieiler 8 hat, 
dfkrfen wir diesen für e wählen, und erbalten, wenn wir in der 

Formel (6) voriger Vorlesung n = 4, h «^ f^^ ^^-- und «/««« 

setzen, sodass « eine primitive Wurzel der Gleichung a:^ a» 1 



*) El folgt auch daraus, dass il* < 4f» — 27 ist, was in der Form 
j.(pt ^ (p .. g)i ^ 44) geschrieben werden kann. S. Cauchy, m^m. s. 

la A. des nombres. 
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und a^ B» — 1 wird, die Gleichung : 

worin die erste Summe den Werth des Ausdrucks 

• (19) *4(«) = '-=^-^ 

repräsenlirt. Multipiiciren wir den letztern im Zähler und Nenner 

mit (a\ r) . (a^, r), so kommt: 

,„ U\ -. («'- r) . («<, r) («, r; . ja'', r) 

Nun lierert die Formel (29) der 8. Vorlesung, wenn darin 
successive h'^f und hr=sSf gesetzt wird, die beiden Gleichungen: 

(20) («, r) . («'. r) - (- ly.p. (a\ r) . [a\ r) - (~ l)V.p, 
aus denen man schliesst» dass die vorige Gleichung einfacher 

*^ ^""^ ~ — (iivr~ 

d. h. 

(21) 0^, (a) = ^,, («3) 
ergiebt. Setzt man daher 

oder, mit Rücksicht auf die Gleichung a^ = — 1, 

% («) = (^0 — ^4) + (^1 - ^5)« + (^-^ - ^«^«' + (^3 — ^t)«'. 
so wird 

und die Vergleichung beider Ausdrücke liefert wegen (21) die 
Beziehungen : 

(22) ^2 — ^e = 0, A^ — J^^A^^Aj. 
Wenn also zur Abkürzung geschrieben wird: 

(23) A^— A^'^ a , A^ — A^«=rs A^ — Aj «=> b , 
so findet man 

^4 («)=-« + *(« + «*)» 

also auch» da «-* = «',«= — a^, a*-^ «s a^ =» — « ist, 

^^ (a~i) «. ö — 6 (a 4- o') 
und endlich aus (18) die Gleichung 

p c=s a^ — ^2 (a -|- <r3\2 
BACKMAinr, Lehre d. Kreitth. jq 
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Diese Tereiofachl »di, wcaa aaa bencrkt, 

(« + ««/ — «» + 2«* + «« = fr« — 2— ^ = — 2 
bl, nad aimail da«i die Fors aa: 
(24; p-#» + 2*'. 

Ist aUo p eine Prioiiabl tod der Form 8» -f" ^* ^^ 
kann aie steU als die Sosrae aos eioes einfachen 
Qod eiaen doppellen Quadrate dargestellt werden. 

b. Der Salz in Nr 2 der ror. VorL gestaltet nun wieder, 
die Zahlen ü, b^ aas deren Quadraten p za^ammen^esetzt ist. 
direet su l^estimnien. In der Thal, setzen wir in der Funeuon 
♦ (*# Ar, g) zuDädist * — /". * = 4 /, so ergiebl sicli, da A + * «^S/" 
also < p — 1 ist, nach dem ersten der dort unterschiedenen 
Pille 

♦ (A 4/; g) = (mod. p). 
während andererseits 



— • •» 



(25) ^ (/;4A g) ^y^ gni^t^b^ii-h^)) {mod.p) 

/. = ! 

ist. Gelten nun die Zahlen A^, J^, , . . . ^. rtep. an, wieoft 
ind. fft + ^ ^<^- (^ + f^} ^^"^ Zahlen 0, 1 ...... 7 (mod. 8} con- 

gruent wird, so sind sie mit den in der Torigen Nr. ebenso 



l>ezeichneten Zahlen identisch, und da ausserdem ^^»s g = — 1 
(mod. p) Ulf wird die Summe auf der rechten Seile der Congruenz 
mit Röcksicht auf die Gleichungen (22) und (23) leicht dem 
folgenden Ausdrucke: 

(26) a + 6(/+pV) 
(mod. p) congruent gefunden. Also erhält man 

(27) ö + ft (/+ pVjEEO (mod. p) . 

Wenn zweitens in ^ (h, k, g) für h, k die Werthe If, 4/ ge- 
wählt werden, folgt nach dem zweiten Falle desselben Salzes 

t (7/-, 4/; g) ~ - ij~~^ (mo(l.p); 
andererseits ist 

f[7f,A f, g) = ^^A7iiid.^+5tad.(l+/.)) ^ ^^7/(liid.^+3ind.(i+^)) ^ 

Da diese Summe aus der in (25) eolhaltenen hervorgeht. 
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wenn g durch g' ersetzt wird , und g"^^ t« g^f , ^*/' = — ^, 
9^^^^^^= — g^ ist; findet man nach dem Ausdrucke (26) jener 
Summe die Beziehung: 

H,(lf,A.f,g)=a---h(gr+g^r) (mod. p) 

und folglich 

(28) a-b{gr+^r) = ~ ^_ (mod. p). 

Aus den Congruenzen (27) und (28) ergiebt sich 

(29) a = - i . jj-^JI^^ (mod. p). 

und sodann Itefert die zweite derselben zur Bestimmung von h 
die Congruenz: 

(30) h{gr+^ = :^.j^^^[ni^.p). 

Da nun wieder, wie genau durch das in Nr. 7 der vorigen 
Vorl. angewendete Verfahren erkannt werden kann, a, b die absolut 
kleinsten Reste sein müssen, welche diesen Ck>ngnienzen ge- 
nügen, sind sie durch dieselben völlig bestimmt, und man findet 
den Satz: 

Man erhält die Zerlegung einer Primzahl p von 
der Form 8n 4~ 1 In die Summe eines einfachen und 
eines doppelten Quadrates nach der Formel (24), wenn 
man a, b als die absolut kleinsten Werthe bestimmt, 
welche den Congruenzen 

Genüge leisten. 

6. Endlich lisst steh durch ganz ähnliche Be- 
trachtungen, als wir bei der Zerlegung von p in die 
Summe zweie.r Quadrate angewendet haben, nach« 
weisen, dass die so bestimmte Zahl a, welche offen- 
bar ungerade sein muss, durch 4 getheilt, den Rest 3 
lässt, wodurch über das Vorzeichen der Basis des einfachen 
Quadrates, wie sie der vorige Satz liefert, a priori entschieden 
wird. Geben wir zu diesem Zwecke zunächst dem Ausdrucke (19) 
die andere Gestalt: 

.,, u\ — (^> ^) ' («'» ^) ^< ^)' 

und beachten, dass «^ = — 1, also («*, r)^ «» ( — 1, r)* nach 

10* 
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Nr. 3 der 9. Vorlesung gleich p ist. sowie andererseits die 
Gleicliuagen (20), so kann mao die vorige auch so darstellen: 

(31) t4(«)-(-lK. ♦,(«), 

während 

^ = 2-8 

isl. Schreiben wir einfacher 

WO X o» Ind. (i, k = Ind. (1 + fi) gesetzt ist, so hat X alle Werthe 
0, 1 , 2, .... p — 2 zu durchlaufen, mit einziger Ausifahme von 



s 



; und k ist jedesmal durch die Congruenz 



/ ^ 1 + ^ (med. p) 
zu bestimmen. Denkt man sich ferner ^3 (a) aaf die Form 

gebracht , welche es nach /der Gleichung 

^^ (a) a=a U 4- 6 (« -[- «3) 

haben muss, da es sich von ^4 (a) höchstens durch das Vor» 
zeichen unterscheidet, so ist zuerst: 

(32) « = (— 1)/.^; 

A aber erhält man offenbar, wenn man in der Summe, 
welcher ^3 (a) gleich ist, X nur alle zulässigen Vielfachen von 

4 oder, wenn X=4:X' geseUt wird, l' die Werthe 0, 1,2 2f—l 

mit Ausnahme von /durchlaufen lässt, wodurch man, da «^'"ss-f-i 
oder =s — 1 ist, jenachüem m gerade oder ungerade ist, 

(33) A =2'(- l)*''^* 

findet. Dabei muss X' die angezeigten Werthe durchlaufen und 
k jedesmal durch die Congruenz: 

$f* = 1 + g^' (raod. p) 

bestimmt werden. Ist nun zuerst X' »^ o* so wird ^^ ^h 2 (mod p.)» 
und da (nach Nr. 3, 15. V.) 2 quadratischer Rest von p ist, wird 
k gerade, das entsprechende Glied der Summe also gleich 4~ 1 
sein« Die übrigen Werthe von X' können paarweise so zusammen- 
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gefasst werden, dass /* — v, /*+v ein Paar bilden und man 
alle Werthe von V erhält, wenn v die Reihe 1, 2, 3 .... /* — 1 
durchläuft. Seien A:^ k' die zu einem Paare gehörigen Werthe 
des Ar; dann findet man: 

d, h, ^+*' ist quadratischer Rest (mod. p), Ar® + ^' gerade und 
A:^, U gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade. Daher lässt 
sich» wie leicht zu sehen, die Gleichung (33) auch folgender- 
niassen schreiben: 

» = /•— 1 v-f—l 

A= 1 + V[(-~l)/---r+A-^(_l)r+»--fÄ']=l+2 . V{— l)»-f-*'.(— 1)^. 

Wenn demnach N bezeichnet , wieoft der Exponent v + ^' 
ungerade ausfällt, folgt hieraus 

also nach (32): 

a = (—iy+2(f— 1) (mod. 4)» 

welche Congruenz in beiden möglichen Fällen, ob f gerade oder 
ungerade sei, wie behauptet worden ist, 

a~ — 1 (mod. 4) 
ergiebt. 

Zum Schluss mag erwähnt werden, dass die Anzahl a auch 
noch durch eine, etwas von der Congruenz (29) verschiedene 
Congruenz deOnirt werden kann. Zu der Function ^'3 {et) stehen 
nämlich die Ausdrucke 

^(f,H.9)> ^ (7/-, 5/-, /;) 

in derselben Beziehung vrie die Ausdrücke 

zur Function % (cc). Verfährt man nun genau ebenso wie in 
Nr. 5, so erhält man die Congruenzen: 

woraus nach der Gleichung (32) 

(.34) 2a ~ (~ 1)^+^ . j^^^ (mod. p) 

hervorgeht. 
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Dte, in den IdztM drei Naamern abgdeileleQ Resulbte 
andeo ffeh in Jaeobrt AbbaMllu« im Cr. J. Bd. 30»). nur 
die zweile Ongmeiix, weiebe nir BcstinmNiiig tod m gefondei» 
worden hi, nebet noeh einer andern ist Ten Stern**) an- 
gegeben worden. 



Zwölfte Vorlesung. 
Die eomplaxon gusea ZaUen von der Form a + bi. 

1. Wir kehren nunmehr wieder zur Theorie der Poteuz- 
re»te zurück und lieglnnen unsere weitern Untersuchungen mit 
der Betrachtung der Uqoadratischen Reste. 

Eine gegenp prime Zahl m heisst biquadratischer 
Rest oder Nichtrest (mod. ;»), jeuachdem dieCongruenz 
x^^m (mod. |i) möglich ist oder nicht. Die Entscheidung 
dieser Frage kommt liauptsichlich wieder, wie bei den quadrati- 
schen Resten, auf die specieliere zurück, ob eine gegebene 
Primzahi von einer andern Primzahl biquadratischer Rest sei, 
oder Nichtrest. Als Gauss» weicher zuerst Untersuchungen 
darüber angestellt hat,***) diese Fragen In Angriff nahm, boten 
sich ihm zwar ffir eine Menge specieller Fälle einzelne Sätze 
dar, jedoch konnte er durchaus kein gemeinsames Band zwischen 
ihnen entdecken, wodurch er dahin hätte geführt werden können, 
das hier herrschende allgemeine Gesetz aufzustellen. Endlich — 
man Termulhet, dass gleichzeitige Untersuchungen ober die Theorie 
der elliptischen Functionen ihm den Gedanken geboten haben — 
fand er das richtige Princip und that einen Schritt, den man 
stets der höchsten Bewunderung wertli halten wird, und welcher 



*) Vgl. auch in tbe Report of the Britiih Association for the 
adTancement of tdeuoe» Jahrg. laoa, den Report oa the theory of 
nnmben von Smith, Nr. 121. Cauchy, mäm. sur la theorie des 
nombreii noto 18. 

**) in Grelle '8 J. Bd. 32 pag. 89. 

***) In seiner ersten Abhandlung theoria residnorum biquadrati- 
corum, niaib. Werke, Bd. 2. 



— 151 — 

gewissermassen der Zahlentbeorie eine ganz neue Welt eröffnet 
bat: er vefliess den Boden der reellen Zahlen und führte die 
sogenannten (einfachsten) complexeu Zahlen ein» nämlich die 
Zahlen von der Form a -j- bi, in welcher a, b reelle ganze Zahlen, 

f aber das Zeichen y — 1 bedeutet. Sobald man diese Zahlen, 
welche bei den gedachten Untersuchungen die Bolle der Elemente 
spielen, in die Betrachtung einfuhrt^ nimmt Alles einen ganz ein- 
fachen Cbaracter an und gehorcht ganz ähnlichen Gesetzen; als 
wir sie bei den quadratischen Resten gefunden haben. Hienn 
allein schon liegt die Berechtigung, ja die Notbwendigkeit für 
die Einfübrung der complexen Zahlen, auch wenn nicht andere 
Umstände, auf welche einzugehen hier nicht der Ort ist, sie be- 
stätigten. Bemerken ^ir in dieser Beziehung nur, dass schon 
die Untersuchungen, welche wir in der 10. Vorlesung angestellt 
haben, von einer andern Seite her die Erkenntniss geliefert haben, 
wie die complexen Zahlen sich naturgemäss der Betrachtung dar* 
bieten, ja aufdrängen. Indem wir sie daher hier den Unter- 
suchungen über biquadratische Reste zu Grunde legen, müssen 
wir vor Allem die Principien ihrer Theorie entwickeln. Dabei 
dürfen wir die Regeln, nach welchen die einfachsten Rechnungs- 
operationen mit complexen Grössen zu vollziehen sind, als be- 
kannt voraussetzen und uns huisichtlich ihrer Theorie auf die- 
jenigen Sätze und Bemerkungen beschränken, welche für das 
Folgende wesentlich sind. Auslührlicheres darüber findet man in 
Gauss* 2'^^ Abhandfung über biquad ratische Reste*) oder in 
I) tri Chiefs Abhandlung: recherches sur les formes quadratiques 
ä coefficiens et ä indeterminces complexes in Cr. J. Bd. 24, be- 
sonders aber in einem Schulprogramm des College royal francais 
zu Berlin**), welches eine Dirichlet'sche Vorlesung über die 
Theorie der complexen Zahlen reproducirt. 

2. 1) Zwei complexe Zahlen a -^ bi und a — bi, welche 
sich nur durch das Vorzeichen von i von einander unterscheiden, 
heissen conjugirte complexe Zahlen und dd~ Product 
derselben: 



*) Theoria residuorura biquadraticorum commentatio II in Gauss* 
W. Bd. IL 

**) Vom Jahre 1863: öl^mens de la thdorie des nombres complexes 

de la forme a -j- * V — 1, d'apres un coors de M. Dirichlet, par 
G. Arendt. 



- 152 - 

{a + bt) (a — bt) — tfJ + 6« 

heisst ihre Norm. Diese soll durch iV (a -f- 6t) bezeichnet 
werden; offenbar ist N (a -{- bi) '^ N {a — bi). 

2) Jede complexe Zahl, deren Norm der Einheit 
gleich isl, soll eine complexe Einheil heissen; aus der 
Gleichang a' -f- 6' <» 1 findet sich leicht, dass es nur vier 
complexe Einheilen giebl, nämlich + !• — 1, -f- '• — '- 

3) Die Zwei ist in der Theorie der complexen Zahlen nach 
der identischen Gleichung: 

2-(i + o(i-.-) = ~i(i+«r 

noch in Factoren zerlegbar. 

4) Eine complexe Zahl a -f- bi, bei welcher a und 
6. gerade sind, soll gerade genannt werden. Jede gerade 
complexe Zahl ist also durch Zwei iheilbar, und offenbar auch 
umgekehrt Eine Zahl a -{-bi aber, bei welcher a und b 
ungerade sind, soll halbgerade heissen; jede halbgerade 
complexe Zahl ist durch 1 -j-^ Iheilbar; denn, setzt man a^=2a'^l, 
6 «9 2^ 4~ 1» ^ findet man 

Umgekehrt ist jede durch l -{- i theilbare complexe Zahl 
entweder eine gerade, oder eine halb -gerade complexe Zahl; 
denn, setzt man 

a + bi=(l + i)[A+Btl 

so folgt a^^ Ä — B,h ^=i Ä '\' B, diese beiden Zahlen sind aber 
entweder gleichzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade, da ihre 
Summe durch 2 aufgeht. Eine complexe Zahl a -f"^' end- 
lich, in der von den Zahlen a, b die eine gerade, die 
andere ungerade ist, soll ungerade genannt werden. 

5) Hulliplicirt man mit den vier Einheiten die complexe 
Zahl a 4- bu so entsteht eine Gruppe von vier Zahlen : 

ö -f- ^'» — « — 6t, — b '\- a%,b — at, 

welche associirt genannt werden sollen. 

6) Eine complexe Zahl a -{- 6t soll primär heissen, wenn 
a — 1 und 6 durch 4 getheilt entweder gleichzeitig den Rest 
Null o<ier gleichzeitig den Rest Zwei lassen. Conjugirte Zahlen 
sind immer gleichzeitig primär oder nicht primär. 

7) In jeder Gruppe assocürter ungerader Zahlen 
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Ä -{- 6i, — a — 6i, — h -^^ ai^ h — ai 
giebt es eine primäre Zahl. Ist nämlich etwa a gerade, h un- 
gerade, so ist eine der Zahlen + ^» — * ^ö" ^^^ Form 4« + ^9 
die andere von der Form 4ii 4- 3; ist also a durch 2, aber nicht 
durch 4 iheilbar, so wird diejenige der beiden Zahlen b — ar, 
— 6 -f- ai primär sein, in welcher der reelle Thell die Form 
411-4-3 hat; wenn dagegen a durch 4 theilbar ist, so wird die 
andere jener Zahlen primär, bei welcher der reelle Theil von der 
Form 4n 4* 1 i^^* Und ähnlich Terhäit sich*s in jedem andern 
Falle. Ist 6 => 0, die complexe Zahl also reell, so reducirt sich 
die Gruppe der asscciirten Zahlen auf zwei: -f~ a und — a, von 
welchen diejenige primär ist, welche die Form 4» -j* ^ ^^^' 

8) Eine Zahl soll als complexe Primzahl bezeich- 
net werden, wenn es nicht möglich ist, sie in zwei, 
reelle oder complexe, Factoren zu zerlegen, welche 
Beide von complexen Einheilen verschieden sind. 

3. Der Grund, warum bei Einführung der complexen Zahlen 
die Lehre von den biquadratiscben Resten sich einfacher ge- 
staltet, liegt darin, dass hier die reellen Primzahlen noch nicht 
die einfachsten Elemente der Untersuchung sind, sich vielmehr, 
als complexe Zahlen aufgefasst, noch weiter zerlegen lassen, wie 
dies soeben für die Zwei schon gezeigt wurde. Die Primzahlen q 
von der Form 4yt -|- 3 behalten freilich auch hier die Bedeutung 
von Primfactoren. Denn, setzen wir 

(1) ^ = (« + hi) (« + /JOv 

so ist zunächst zu bemerken, dass in keinem der Factoren die 
reellen Elemente gleichzeitig durch ^ theilbar sein können; denn, 
wäre z. B. a ^sws a q, b ^= b' q, so wurde 

woraus auch 

q^q[a: — b'i) {« — ßi), 

also 

q' = q' {a' + b'') («^- + ß') 

d. h. a 2 j^ fe'2 ^i^^2 j^ßi^i oder a + b'i, a -f ßi gleich 
Einheiten werden wurden; die Zerlegung von q in complexe 
Factoren wäre also keine eigentliche Zerlegung. Dies voraus- 
geschickt, findet sich aus (1) 

^'^ = (a2 + fe^)(«2 + /J2j^ 
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abo etwa a^ -{- b^ = [mod. f). Da hier weder a noch b -durch 
g theilbar sein darf, so bestiaiiiie »an B^ was mdgUch ist, darcb 
die Gongmeoi ^ ^ = i (»od. q)^ daoo findet man (a B)^ = ^l 
(mod. q) d. h. — 1 wire qoadratiscber Rest too q, gegen den 
in Nr. 2 der 9. Vorlesung erhallenen Satx. 

Dagegen wissen wir aus der Formel (15) der 10. Vorlesung, 
dass jede reelle Primzahl p von der Form 4« -j* 1 ^^^ ^^^ Form 
n? ^ 5? dantellhar, also in das Product zweier coojugirt-complexer 
Factoren a -f- bi, a — dt zerlegbar ist Diese spielen nun aber 
wieder die Rolle von Primfadoren; denn könnte man weiter zer- 
legen und setzen: 

« + di-(« + /?i)(w+/ri% 

ohne dass einer der Factoren eine Einheit ist» so fände man 

also eine Zerlegung der Primzahl p in zwei, von Eins ver- 
schiedene, reelle Factoren, was nicht angeht. 

In der Theorie der complexen Zahlen von der Form a-\' bi 
finden wir also neben der Primzahl 1 + i zwei Arten von Prim- 
factoren: die reellen Primzahlen von der Form 4it -j- 3 und die 
complf ken Factoren der Primzahlen von der Form 4 n 4~ !• 
Da letztere offenbar ungerade complexe Zahlen sind, werden sie, 
mit einer passenden Einheit multlplicirt, primär. Die reellen 
Primzalilen von der Form 4it -f- 3 werden primär, wenn sie 
negativ genommen wenden. Jede complexe Zahl kann nur 
auf eine einzige .Weise als Product solcher (primärer) 
Primzahlen dargestellt werden. Dieser Hauptsalz gründet 
sich auf die folgende Betrachtung: 

4, Sind m = a -f- *^ **"^ m^ = a^ -[" *i' zwei be- 
liebige complexe Zahlen, so giebt es stets eine 
complexe Zahl z =: x -^ yi von der Art, dass 

iV (m — m, z) ^ ^ JV (ifii) 

ist. Denn, ist x die ganze Zahl, welche dem reellen Theiie, 
y diejenige, welche d«m CueHicienleu von t in dem Quotienten 

am Nächsten liegt, und setzt man « = a -|- /^«» *o werden 

a,ß numerisch nicht grösser als ^. also auch N f~ — 2 j=a^+/5* 
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nicht grösser als ^ sein, un«i folglich, ^ie behauptet wurde, 

N (m — m^zj^i N (m^). 

Setzt man nun die ganze complexe Zahl m — m^^z =^ m^, 
so ist N (m,) ^ ^ ^ {^\)' Dieser Salz gestattet, eine Reihe 
von Gleichungen aufzustellen: 

tn^ ==a f7l2 Z| -{- »I3 

»»2 = »'3r2 + «j 



welche lauter ganze complexe Zahlen enthält, von denen die 
Zahlen mj, »ij, m.^, m^, .... den Bedingungen 

N{m^) ^ i iV(mi), iV(iii3) < 1 iVCm^), .... 

Genüge leisten, und welche eben deswegen nach einer endlichen 
Anzahl von Gliedern abbrechen miiss. Diese Gleichungen 
dienen, gerade wie in der reellen Zahlentheorie, zur 
Berechnung des grössten gemeinsamen Theilers der 
beiden complexen Zahlen m und mf, und bilden die Grund- 
lage für alle Sätze über Theilbarkeit der complexen Zahlen durch 
andere, sowie für ihre Zerlegbarkeit in Primfactoren und dergl. 

Bemerken wir hiier allgemein^ dass, wenn in der 
Theorie irgend welcher complexer Zahlen, deren es 
unendlich viel verschiedene Arien giebt, wie wir denn noch in 
diesen Vorlesungen einige andere werden kennen lernen, ein 
ähnlicher endlicher Algorithmus zur Bestimmung des 
grössten gemeinsamen Theilers zweier Zahlen besteht, 
ganz dieselben Sätze über Theilbarkeit und Zerleg- 
barkeit in Primfactoren daraus gefolgert werden 
können, als in der reellen Zahlentheorie. Man vcrgl. 
darüber Dirichlet's Vorlesungen über Zahlen theorie herausg. 
von Dedekind, Abschnitt I. Namentlich gilt dann stets, also 
auch für die complexen Zahlen a -{- bi, der Hauptsatz, dass eine 
complexe Zahl nur auf eine Weise in die complexen Primfactoren 
zerlegbar ist; da jedoch jeder Primfactor mit einer beliebigen 
Einheit muUiplicirt gedacht werden kann, so muss der Satz, da- 
mit er genau sei, auf primäre Primfactoren bezogen werden, 
indem man aus allen associirten d. h. nur durch Einheiten ver- 
schiedenen Primfactoren einen bestimmten als primär bezeichnet. 
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Nun ist eine Zahl m ^=^ a -{- biy in welcher sowohl a als b 
von Null verschieden, solange zerlegbar, als N {a -{- btj noch in 
reelle Factoren zerlegbar ist. In der That, ist 

(a -{- 6i) (a — bi) = r . 5, 

so kann a-{-bi keine Primzahl sein, denn sonst mussle, von 
Einheiten abgesehen, nach dem eben genannten Hauptsatze etwa 
« + fci gleich r, d. h. m = r . 1^ sein, wo o einen der Werlhe 
0, 1, 2, 3 annehmen kann, woraus entweder a oder b gegen die 
Voraussetzung sich gleich Null ergäbe. 

Hiernach kann eine complexe Zahl nur dann eine Primzahl 
sein, wenn entweder ihre Norm eine reelle Primzahl, oder sie 
selbst, von Einheiten abgesehen, einer reellen Primzahl gleich 
ist. Verbindet man dies Resultat mit den Ergebnissen der vorigen 
Nummer» so folgt leicht, dass ausser den dort angegebenen 
complexen Primzahlen keine andern existiren, und daraus der am 
Ende der Nummer ausgesprochene Satz. 

Zusatz: Eine Primzahl p von der Form 4n-f-l kann 
also auch nur auf eine Weise in primäre Primfactoren 
zerlegt, nämlich nach der 10. Vorlesung als Product 
zweierprimärer conjugirt-complexer Factoren darge- 
stellt werden. Sind diese a+61 und a-—bi\ so ist/i=a'-|-^^* 
Dies lässt sich daher, in Uebereinstimmung mit Nr. 4 der 10. Vor« 
lesung auch so aussprechen : Eine Primzahl^ von der Form 
4n -|- 1 kann nur auf eine Weise in die Summe zweier 
Quadratzahlen zerlegt werden. 

5. Nennen wir zwei complexe Zahlen n und n in Bezug 
auf eine dritte complexe Zahl m ^=^ a -^ bi als Modulus congruent 
oder incongruent, jenachdem die Differenz n — n durch m theil- 
bar Ist oder nicht, so gelten die Regeln für die einfachsten Rech- 
nungen mit Congruenzen als Folgerungen der vorigen Sätze ge- 
rade, wie in der reellen Zahlentheorie. Man beweist z. B. auch 
auf demselben Wege, wie in Nr. 7 der 4. Vorlesung für reelle 
Zahlen geschehen Ist, dass eine Congruenz 

a^ -f- rt, a:""* + • * • • 4" ^« ^ ^ (mod. m), 

in welcher m eine complexe Pri|(^7ahl, die Coefficien- 
ten complexe Zahlen sind, nicht mehr als n incon* 
g^uente Wurzeln haben kann. 

Alle Zahlen x -f" yi* welche der gegebenen Zahl tt -f- ?i 
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mod. (a -|~ ^0 congruent sind, werden nach der Deflnilion durch 
folgende Gleichung erhalten: 

X 4- yi «= (a + hl) (/ 4- «0 + « + ß^f 

wenn in derselben i, u alle ganzzahligen Werthe annehmen. Da sich 

x^^ ai — bu -{- €c, ys^ au -{- bt -{• ß 

ergiebt, so wird y = ß (mod. d) sein, wenn d den grössten ge- 
meinsamen Theiler von a, b bedeutet. Sei y^ diejenige Lösung 
dieser Congruenz, welche kleiner als d ist, also y^ aus der Reihe: 

{y) 0, 1,2, 3 ^— 1; 

dann giebt es ganze Zahlen /, u, welche der Gleichung au-^-bi 
==y^^ ß genügen und, wenn t^, Uq eine bestimmte Lösung der- 
selben ist, sind 

für ein beliebiges ganzzahliges z alle Ihre Lösungen. Setzt man nun 

Xq»^ at — 6tt + « = ö/o — ^Wo + <* + "^ • ^ f 

so lässt sich z ganz bestimmt so wählen, dass ^r^ eine Zahl aus 
der Reihe: 

{x) 0,1,2,3, ^^—1 

wird. Da x^ -f" ^o* ^^^^ « + ^i mod. {a -j- bi) congruent ist, 
so ergiebt sich das Resultat: dass jede ganze Zahl cc -{- ßi 
mod. (a -f- ^0 einer einzigen Zahl x -f- yi congruent ist^ 
in welcher x,y resp. den Reihen (x), {y) angehören. 

Alle N[tn) Zahlen x -j^ yi, welche entstehen, indem man die 

-^ Werthe des x mit allen d Werlhen des y combinirt, sind 

also unter einander incongruent, haben aber die Eigenschaft, dass 
jede andere Zahl einer von ihnen mod. (a 4^ ^0 congruent ist. 
Theilt man daher alle Zahlen in Rest-Classen, indem man die 
unter einander mod. (a -f* ^0 congruenlen in eine Classe zu* 
sammenfasst, so ist die Anzahl aller Rest-Classen gieich 
JN{a -{- btj. Ein System von N (a-^ bt) unter einander incon- 
gruenten, also den einzelnen verschiedenen Classen angebörigen 
Zahlen soll ein Restsystem mod. (a -^^ bi) genannt werden. 
Die Zahlen x -\- yi bilden ein solches. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, dass für eine zwei- 
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gliedrige complexe Primzabl a -{- bi die incongnienten Zableii 
«r 4" y f mit den Zahlen 

0,1.2,3, N(a + bi} — l 

zusammenrallen, da a und b keinen andern gemeinsamen Theiler. 
als </ss 1 haben können, also y gleich Null, x aus der vorigi.n 
Reibe zu wählen ist 

6. Jetzt bedeute m eine ungerade complexe Primzahl und 
ft llire Norm. In einem Restsysteme (mod. m) bleiben nach Aus 
schluss des einzigen, durch m theilbaren Gliedes fi — 1 Glieder, 
welche r, , r.^ . . . . r^.i heissen mögen und relative Primzahlen 
zu m sind. Dasselbe gilt daher auch von ihrem Prodticte r, Tj . . . . r^~i' 
Ist nun n irgend eine durch m nicht theilbare Zahl, so werden, 
wie leicht zu sehen, die Producte nrp itr.^, . . . . nr^-^i sämmt- 
lieb incongruent und folglich, von der Reihenfolge abgesehen, 
mit den Resten rj, r^, . . . . r^-i congruent sein. Daraus folgt 
offenbar die Congruenz: 

«^~^ , r, Tj . . . . r^-i = r, r^ . . . . r^— i (mod. m) 

oder einfacher: 

(2) nf-^ = 1 {mod. w), 

welche Congruenz das Analogon des Fermat'schen 

Satzes in der Theorie der complexen Zahlen ausspricht. 

Unterscheiden wir die beiden Hauptfälie, weiche die complexen 

Primzahlen darbieten, so ist 

für eine zweigliedrige Primzahl a -^^ bi, deren Norm eine 
reelle Primzahl p von der Form 4n -f- 1 ist, 

{2 a) nP-^ = 1 mod. (a + bi); 

für eine reelle Primzahl q von der Form An -{- 3: 
(2 b) n^^ — 1 (mod. g) . 

Zum Reweise dieser Sätze kann man sieb auch einfach des 
binomischen Lehrsatzes bedienen; denn, nach Weglassung aller 
durch p theilbaren Glieder, besteht die Congruenz: 

[a + ßt)P ~aP -}- ßP .iP (mod. p), 

also, weil iP = t und nach dem Fermat'schen Lehrsatze uP ^ «r, 
ßp^i^ß {moi,p) ist, auch die folgende: 

(a + /Ji)P = « + /Si (mod./i). 

aus welcher, da a -f- ^f ein Factor desHodulusj» ist, umsomehr 
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die Congruenz 

{a + ßty = « + (5t (mod. a + bt) 

und» weoD a -f- ßi relative Primzahl zu a -|- 6i ist, die zu be- 
iieisende Congruenz 

{a + ßi)P-^ 5^ 1 niod. (« + Äi) 

liervorgclit. 

Dagegen scliliesst maa für eine Primzahl q von der Form 
4n -|- 3 die. folgende Congruenz: 

(a + ßty ^a — ßi (mod. q) 

und, indem man diese nochmals zur q^^'* Potenz erhebt, 

(a + (5i)«' = (« — ßi)^ = tt + ßi (mod. q) , 

folglich, wenn a -f- ßi durch ^ nicht theiibar ist, die andere zu 
beweisende Congruenz: 

(« + /Ji)«'-» = 1 (mod. y). 
7. Da fi oder iV(m) entweder gleich/? oder gleich q^ ist, hat 

es stets die Form 4ii -|- 1, also ist ^^ eine ganze Zahl. Daher 

lässt sich die Congruenz (2) auch folgendernri- ssen schreiben: 

(n ^ — 1 j . r« ^ - A . (fi * +1J . (« ^ + fW 

(mod. m). 

Da jene Congruenz nun genau fi — 1 Wurzeln hat, welche sich 
auf die vier Factoren vertheilen, und nach Nr. 5 eine Congruenz 
in Beziehung auf einen Primzahlmodulus nicht mehr Wurzeln haben 
kann, als ihr Grad beträgt, so hat jede der vier Congruenzen: 

fLzl ^-Z} Aünl /üzl 

(3) « ^ ^ 1 , n ^ = I, « * = — 1, « * = — I (mod. m), 
welche für ^ «= 0, 1, 2, 3 in der gemeinsamen Form: 

(4) « * = i9 (mod. m) 

enthalten sind» genau —^Wurzeln. Alle Reste (mod. m) zer- 
fallen also in vier Classen von gleichviel Gliedern, welche je der 
ersten, zweiten, dritten und vierten jener Congruenzen Genüge 
leisten. 

Die Zahlen der ersten Classe sind die biquadra- 
tischen Reste (mod. m). Um diesen Salz zu beweisen, bemer- 
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ken vmr erstens, dass, wenn n = z* (mod. m) ist, daraus 

;i ^ = 2^~^ = 1 (mod. m) sich ergiebt ; also gehört jeder biqua- 
dratische Rest zur ersten Classe. — Um aber auch zweiteos um- 
gekehrt nachzuweisen, dass jede Zahl der ersten Classe biquadra- 
tischer Rest sei, braucht nur gezeigt zu werden, dass genau —- 

solcher Reste existiren. Dazu dient die Bemerkung, dass man ein 
System von (i — 1 incongruenten Resten, welche durch 

m nicht theilbar sind, aus vier Gruppen von ^^~r— Zah- 
len zusammensetzen kann, dergestalt, dass, wenn r 
die Zahlen der ersten Gruppe sind, ir die der zweiten» 
— r die der dritten, — ir die der vierten Gruppe sein 
werden. Denn, wählt man irgend eine durch m nicht tbeilbare 
Zahl r, so werden die vier Zahlen, r, ir^ — r, — ir (mod. m) in» 
congrüent sein, wie man sehr leicht daraus schliesst, dass m eine 
ungerade Zahl ist. Nimmt man nun eine Zahl r, welche weder 
durch m theilbar, noch einer dieser vier Zahlen (mod. m) con- 
grüent ist, so werden die vier Zahlen r, ir\ — r, — ir sowohl 
unter einander als auch mit der vorigen Gruppe von Zahlen in- 
congruent sein; denn wäre z. B. ir = — ir, so folgte r ^ -— r 
gegen die Voraussetzung. Dieses Verrahren kann, da die Anzahl 
aller nicht durch m Iheilbaren Reste gleich fi — 1 ist, soweit Tort- 

gesetzt werden, bis ^^^^ Gruppen von vier Zahlen gebildet sind, 

und giebt dann den Beweis des Behaupteten. 

Denkt man sich darauf alle Zahlen des eben angegebenen 
Restsy Sterns zur vierten iPotenz erhoben, so werden die Reste 
der Biquadrate (mod. m) alle möglichen incongruenten biquadra- 
tischen Reste repräsentiren , Jeden derselben aber genau viermal 
liefern, da einerseits je vier Zahlen r, ir, — r, — ir dieselbe 
4'^ Potenz haben , andrerseits aus der Congruenz r ^ :^ H (mod. m), 
Welche auch in der Form 

(r — r) (r — ir) (r -f- r) (r + ir) =E (mod. m) 

geschrieben werden kann, sich r einer der Zahlen r, ir, — r, — ir 
congrüent, d. h. das Resultat ergiebt, dass nur die vier Zahlen 
r, }>, — r, — ir denselben biquadratischen Rest geben können. 

Hieraus folgt, dass genau ~— biquadratische Reste existiren. 
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Die Zahlen der ersten und dritten Classe zusimmeiigeiioin» 
men und die Wurzeln der Congruenz 

(5) « * =1 (mod. m), 

welche aus der ersten und dritten der Congruenzen (3) durch 
Quadrirung hervorgeht, und bilden die quadratischen Reste. 
Ebenso genügen die Zahlen der zweiten und fierten Classe der 
Congruenz , 

(6) n • = — 1 (mod. m) 

und sind die quadratischen Nichtreste. Denn» aus der Zusammen- 
setzung des vorbei benutzten Restsystems geht hervor, dass je 
zwei Zahlen r und — r und nur diese denselben quadratischen 

Rest geben, die Anzahl der quadratischen Reste also gleich ^~- 

ist. Jede Zahl n aber, welche einem Quadrate z^ (mod. m) con- 

gruent ist, liefert n ^ h? z^~ ^ ^ 1 (mod. m) und genögt also der 
Congruenz (5), die' quadratischen Nichtreste demnach der Con- 
gruenz (6). 

8. Die Potenz tt, welche in derCongruenz(4) zu wäh* 
len ist, soll im Folgenden der biquadratische Charac- 

ter von n heissen und durch das Zeichen*^) ((—)) be- 
zeichnet werden, sodass stets: 

(7) n ^ = {ß^ (mod. m) 

ist. Der quadratische Cbaracter, welcher -f- 1 oder — 1 ist, je- 
nachdem n der Congruenz (5) oder (6) genögt, mag auch hier 

durch das Legendre'sche Zeichen i-^y ausgedrödit werden, 

da eine Verwechslung mit der gleichen, auf die reelle Zahlen- 
theorie bezöglichen Bezeichnung im Folgenden nicht zu befOrcb- 
ten ist. Da nun ein quadratischer Rest zur ersten oder dritten 
Classe gehört, also den biquadratischen Chäracter + 1 hat, jeder 
quadratische Nichtrest aber, als zur zweiten oder vierten Classe 



"*) Diese Bezeiehnnng ist den Jacobi*sehen Vodesuagen ftber Zah- 
lentiieorie entnommen. 

EAonnAHir, Lthn 4. Krtltth. 11 
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gehöiig, einen der biquidraltfchen Charactere -{- 1 oder — t be- 
Mtzt, 6o ist aflbnbar: 

W (:-) - ((:))• 

Der biqoadratiseheCbar acter einer Zahl ji kann auf 
aualoi<e Weise ausgedrückt werden, als das Gauss'sche 
Lemma (s. 9. Vorlesung Nr. 9) den quadratischen Cha- 
racter bestimmt. Denkt man sicli wieder das Restsystem der 

vorigen Nr. und eine durch m nicht dieilbare Zahl n, so werden 

ü — 1 
die ^■'-' Zahlen n . r zum Theil Zahlen der Gruppe r, zum 

andern Theil Zahlen der Gruppe ir, dann wieder Zahlen der 
Grupfie — r, und zum letzten Theile Zahlen der Gruppe — ir 
congruent sein. Das geschehe resp. a, ß, y, S MaL Es wird be- 
hauptet, dass 

(9) ((.!)) = iß+^y+^ 

sei. 

In der That, bezeichnet allgemein ^ die a Zahlen der Gruppe 
r, inf die ß Zahlen der Gruppe ir, — ^" die y Zahlen der Gruppe 
— r und endlich — f>"' die d Zahlen aus der Gruppe — ir, denen 
die Zahlen n.r congruent werden, sodass die Zahlen q, q\ q'\ q" 
s§mmtUch der Gruppe r angehören, so wird 

(10) n * .n(r)^i/*+«y+^.i7((>).i2(^')-W)-AV") (niod.m), 

wo die Zeichen 11 die Producte aller gleichartigen Zahlen i>e- 
zeichnen. Nun erfüllen aber die Zahlen q, q\ q'\ i^'" die ganze 
Gruppe r, sodass die Producte beiderseits gleich und, weil ihre 
Factoren zu m prlm sind, wegzuheben sind. Denn, weil die 

^~^- Zahlen n , r unter einander incongruent sind, gilt dasselbe 

von je zwei Zahlen, welche derselben der vier Classen ^, ^', ^'\ n!" 
angehören. Aber es können auch nicht zwei Zahlen aus verschie- 
denen dieser Classen congruent sein; wäre nämlich z. B., wenn 
nr 3 1^', nr" ™ — ^" (mod. m) gesetzt wird, if ^£ ^", so ergäbe 
sich n (r + ir') == (mod. m), also r = - ir" (mod. m), gegen 
die Zusammensetzung unseres Restensystems. Nach der hiernach 
zulässigen Division mit dem Producte II(r) nimmt die Congruenz 
(10) die Form an: 
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n^ sii»+2H-3a (mod. m) 

und liefert durch Vergleichung mit der Congniena (7) die 
Gleichung (9). 

9. Das Symbol ( (-^) j gehorcht folgenden «bifacben Gesetzen : 

Da zwei congruente Zahlen offenbar gleichen bi* 
quadratischen Character haben, so ist: 

(11) (0^ » (ß)y wenn «' = n (mod. m) Ist. 

Sind n, n zwei g'leiche oder verschiedene, durch 
m nicht theilbare ganze complexe Zahlen, so folgt aus 
den CongTuenzen: 

'^'^^^ {&) ' "^^ {Q)) (— ) 

die dritte: 

und daraus mit Leichtigkeit die Gleichung: 

<"« (c^)) - (e» • ((^)) • 

Da hiernach der biquadratische Character eines Productes 
durch die Ciiaractere seiner Factoren bestimmt wird, so kann 
man sich im Folgenden auf die Betrachtung der einfachen Fälle: 

worin m eine von m verschiedene ungerade complexe Primzahl 
ist, beschränken, weil aus diesen Zahlen jede andere durch m 
nicht theilbare durch Multiplication zusammengesetzt werden kann. 
Es bleiben mit andern Worten folgende drei Symtiole zu be- 
stimmen : 

Das erste derselben ist leicht anzugeben, denn nach der De- 
finition selbst ist 



m 



. 4 
f 



11» 
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Es sei nun zuerst m ■■ ;, w flndet sich Iiieraus 



m 



. 4 
t 



WeDn iweilens m <» a -f- ^< und p «« a^ -f- 6^ ist, so ergiebt sich 



(tRi)) 



. 4 
t 



Wir wollen a-|-6t priinir annehmen, also entweder a«:4Ar4' 1 

1^ w* 4/, in welchem Falle t ^ >»t>^ wird, welches auch gleich 

a ^ 

t gesetzt werden kann; oder a = ik -{' 3, 6 «= 4/ -f- 2, wo 

dann i «s /^+3 as i wird. Beachtet man, dass q negativ 

zu nehmen ist, um eine primäre compiexe Zahl zu werden, und 
dass für a =« — q 

t as= 1 

wird, nämlich + ^» wenn ^y = 8ä + 7, gleich — 1, wenn 
q ssa Sh -{- 3 ist, so findet man den Satz: 

Bedeutet a 4- b* eine (eingliedrige oder zweiglied- 
rige) primäre Primzahl, so ist stets 

Hiernach gi^hört t zu den Classen 1, 2, 3, 4, jenachdem a 
die Formen 8)t + 1, 8Ä- + 7. 8^ + 5, 8;t + 3 hat. 

Das Symbol ( ( ) ) soll später in einem besonderen Er- 
gänzungssatze bestimmt werden, für das dritte Symbol existirt 
wieder ein elgenthömliches Reciprocitätsgesetz, welches sogleich 
mittels der Krelslheilung bewiesen werden soll. Es wird aber gut 
sein, noch ein Paar vorläufige Betrachtungen hier anzuschllessen. 

10. Jacobi hat eine Verallgemeinerung des Legendre 'sehen 
Zeichens in die Theorie der quadratischen Reste eingeführt,*^) 
welche auch auf das Symbol, das den biquadratischen Character 
bezeichnet, mit Vortheil zum Beweise des Reciprocitätsgesetzes 
Anwendung flndet. Ist nämlich m irgend eine zusammengesetzte 

*) In der Note über die Ereistheilimg. 
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ungerade complexe Zahl, etwa 

m^i'' . n(q) . n(m), 

worin i* eine complexe Einheit, IHq) das Product von beliebig 
viel reellen Primzahlen von der Form 4n -}-3, 17 (o) aber das 
Producl von beliebig viel zweigliedrigen complexen Primzahlen 
bezeichnet, und ist n irgend welche zu m prime complexe Zahl, 

so wollen wir das Symbol ((*—)) durch folgende Gleichung de« 
finiren : 

<"> ((i)) - 17((7)) ■ J7(©) • 

in welcher zur Rechten die Symbole die frohere Bedeutung haben, 
die Producte aber sich resp. auf alle jene Primzahlen q, o er- 
strecken. 

Dies allgemeine Symbol gehorcht denselben Ge- 
setzen, wie das frühere. In der That, es Ist erstens 

^^^^ (ii)) "" (im)) • ^*^"° ""' - ""* (™^^- '^^" 

Denn, da die Congruenz auch für jeden der Moduln q und be- 
sieht, so ist 

((7))-((f))- ((j))-(a))' 

woraus nach der Definitionsgleichung sich das Behauptete ergiebt. 
Zweitens ist auch 

08) (©) - (©) • (&)) • 

da nach der Gleichung (12) sowohl 

(Cr)) - m ■ ((7)) 

als auch 

(CT))-(Q)-((i)) 

ist. 

Eine andere nötzliche Bemerkung ist folgende: Ist €i ^ ßi 
eine nicht durch die ungerade complexe Primzahl 
a -}- bi theilbare Zahl, so besteht die Beziehung: 

(17) (c-^D)-(c-^:))'- 
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Denn, isttV der Wertb des Sjmbob (^-x^'f))* ^ ^^ ^^^^ ^^^ 



DeSnIiion : 

4 __ 



wenn n*^ N (« -f" ^0* 't^*^ Congnieni kann man auch, durch 
A^Bi eine gewisse complexe ganse Zahl bezeiclinend , als 
Gleichung so schreiben: 



(« + j},-) * — ,f + (« + bi) (A + B(j, 
woraus sich durdi Vertauschong von t mit — i folgende Gleichung: 

(« — /Ji) * — »^ + {« — H (-^ — ^0 

d. h. die Congruenz 

(a -^ ßt) ^ ~ P9 mod. (a — 6i) 

und folglich die Gleichung (17) ergiebt. — Dieser Satz lisst 
sich offenbar sogleich vermittelst der Gleichung (14) 
auf zwei relative Primzahlen a -|- ßi, a -f- ^* erweitern» 
von denen die zweite ungerade ist. 

Jetzt bezeichne n eine reelle Zahl, welche durch eine Prim- 
zahl q von der Form An -{- S nicht theilbar ist. Da nach dem 

Fermat'schen Lehrsätze n^^^ = 1 (mod. q] und ^-^tl. eine ganze 

Zahl ist, findet sich durch Erbebung der Congruenz in die 

^-fe Potenz: « * = 1 (mod. q), folglich 



((?)) - + ' • 



Ist dagegen p eine, nicht in n aufgehende reelle Primzahl 
von der Form 4in -f- 1> und •, ai' ihre beiden conjugirt-complexen 
Factoren, so folgt aus Gleichung (17): 



1. 



(©)-(©)'• •'» ((,-))-(©)■(©)-(©)'■ 

Jede ungerade reelle Zahl m kann nun unter der Form 

± n(q) '. n[p) «. ± n(q) . n (»ö') 

gedacht, nämlich in eine gewisse Anzahl ungerader reeller Prim« 
zahlen zerlegt werden, von denen di4 einen von der Art q^MMiin-^-d, 
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die andern von der Art p «« 4n -f* 1* ^^^^ ^is Prodnct ans zwd 
conjugirt-coniplexen Primzahlen m und aT darstellbar sind. Ver- 
bindet man daher die beiden vorher erhaltenen Resultate mit der 
Gleichung (14), so ergiebt sich der Satz: Sind m,n zwei 
reelle relative Primzahlen, deren erstere ungerade 
ist, so ist stets: 

(»«) (©) -+'■ 

Endlich bemerken wir, dass nach Gleichung (17) 

((^)) - ((^'))'. •«" (ö) - ((^)) - <- »'^' 

tri 
ist, wofür man auch ( — 1) setzen kann, da p von der Form 

4n -f- 1 ^^» ^Q d^f That, für ;?<» 8» -f- 1 werden die Eipo- 
nenten ^ "" - und ^-^— gleichzeitig gerade» für pmmSn + ö 
gleichzeitig ungerade sein. Andererseits ist 

((t)) -■■'-(-«• 

Ist also m eine ungerade reelle Zahl, sodass wir setzen können 

m^±n{p). n(q), 
so ergiebt sich nach (14) die Gleichung 

(19) (ö) ^ (-1) -*" + * . 

Indem man nun m^ unter folgender Form schreibt: 
,n»«. 72 (1 + (^t _ 1)) . ii(l + (p2 - 1)) 

und beachtet, dass jede der Differenzen q^ — l, p^ — 1 durch 8 
iheilbar, also nach Entwicklung des Productes 

«« = 1 + Z (^« - 1) + 2? (p2 — 1) (mod. 64) 

ist, flndet man 

kann also die Gleichung (19) auch folgendermassen schreiben: 



(20) (ti)) - (- 1) 



8 
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Dreizehnte Vorlesung. 
Das Seeiproeitttflgisets dar biqiiadratisclieii Rette. 

1. Um das Reciprocitätogeseti für die biqaadratbchen Reste 
so erbalteo, bedienen wir uns ganz Sbniicber Mittel, wie bei dem 
Beweise des quadratischen Redproeitatsgesetzes. Wir nehmen 
an, p sei eine reelle Primzahl von der Form 4ii -f- 1* ^^^ gehen 
dann aus von der Formel: 




Setsen wüp darin snccessive h gleich ^-j— » ^ . ^-r- ,8.— ^, 



wobei • ^ «■ f wird , so erhalten wir die drei Ausdrücke : 

(1) (/,r)— yf^.r^, (^l,r)-^«V, 

welche wir kurz durch ^i , 8^» S^ resp. bezeichnen wollen« Der 
zweite derselben ist kein anderer, als der In Nr. 3 der 9. Vor- 
lesung mit S bezeichnete; denn für jeden geraden Werth des 
l hl iÜmm^ 1 und g^ quadratischer Rest, für jedes ungerade X 
dagegen ist i^ »> — 1 und g^ quadratischer Nicbtrest von p, d. h. 





(?) 



.f . 



Nach Formel (25) ebendaselbst erhält man also für den hier 
vorliegenden Fall: 

(2) Äi = + >^P- 

Wenn man nun auch In den Formeln (34) und (29) der 

8. Vorlesung , von der Voraussetzung h »> ^ - ^ ausgehend, 

a mmio^ «Kf.eoBi setzt, so nehmen sie die Gestalt an: 

Eli 

(3) (i. r)* - (^ 1) V p if;, (i) % (i) 

(4) (i^r){^i,r)^{-l)\p. 
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Die Ausdrücke fon ^|(i) und ijf^ii) aber haben wir bereite 
in Nr. 4 der 10. Vorlesung gefunden, nSmiich 

(Ö) *lW — (ITT-;)» ^2(0— (-«,r) — • 

und xwischen ihnen die Beziehung 



(6) if;, (i) - {_ 1) V ^, (,•) . 
Beachtet man endlich» dass 

also nach Nr* 3 derselben Vorlesung gleich einem complexen 
Factor a -|- 6t der Primzahl p war, und sutislUuirt Alles in die 
Gleichung (3), so ergiebt sich: 

(7) (i. r)*-/>.(a + 6i)», 
und wegen (4): 

(8) (— !»♦ — p.(« — H«. 

Nach dem Hauptsatze am Schlüsse von Nr. 3 der vorigen 
Vorlesung ist eine Primzahl p nur auf eine Art In zwei primäre 
conjugirt compfexe Facloren zerlegbar. Da wir nun vermittelst 
der Krelsiheilung die Zerlegung 

gefunden haben, so entsieht hier die Frage, ob die Factoren 
a -f~ ^<** A — ^< primär sind oder nicht, und wenn das Letztere, 
in welcher Beziehung sie zu den primären Facloren von p stehen. 
Obwohl die MiUei zur Entscheidung dieser Frage durch Nr. 6 
der 10. Vorlesung bereits gewonnen worden sind, mAge es ge* 
stattet sein, aus Jacobi's Vorlesungen über Zahlentheorie noch 
eine andere interessante Methode zu ihrer Beantwortung hier 
mitzutlieilen, 

2. Aus der ersten der Gleichungen (5) ergiebt sich n)it 
Rucksicht auf (6): 

(9) 5^«-.(-l) r(fl-|.6i). S, 
und folglich wegen der Gleichungen 

S, . S, — (n r) . (— t, r) = [—l)^ . [a^ + b^} und S^^j/p 
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auch: 

(10) S,^^(--l)\{a-öi).S,. 

Wenn man nun wieder, wie in Nr. 3 der 9. Vorlesung 

sclzl, sodass l^ — T ^i^^» so findet man 

(U) ^ ^ (vtAsy _ (^'^)'- 0- ^)* • '^'y, 

denn in dem Ausdrucke 

^1 + ^3 -^§(** + «^^) '^ 




liann man die geraden Werlhe des h und die ungeraden unter-" 
scheiden» letztere machen den CoSIlicienten i^ -(" ^ 'u Null, 
erstere zu -{- 2, wenn h durch 4 theilbar ist, und zu — 2, wenn 
h ~2 (mod. 4) ist; daraus ergiebt sich die Richtiglieit obiger 
Formel. Nun kann man einerseite in der rechten Seite derselben 
die Quadrate nach dem blnomischeD Lehrsatze entwickeln, wobei 
man sich leicht überzeugt, dass alle Glieder, welche sich nicht 
fortheben, durch 4 theilbare Co^flBcienten haben, sodass man die 
rechte Seite gleich 4 . f{r) setzen kann, wo f{r) eine ganze und 
ganzzahlige Function von r ist, deren Grad man vermittelst der 
Gleichung 

rP-i j^ r^t J^ ^ r + 1 — 

unter den (p — 1)'^'* erniedrigt annehmen darr. Andrerseits er- 
hält man, da 

d; h. nach den Formeln (4), (9) und (10) 

(5, +S3)*=«2«.(-l)'S, + 2.(— 1) *p 
ist, für die linke Seile jenei^ Formel den Werth: 



p+\ (-1) ^ .p\ «(-1)^ + 1 



/P+< (~1) .P \ 



2 • ^» ' 



. & 
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Dieser nimmt aber, da Sj *=» C^ — V vermittelst der Gleichung 
1 + ü^ y^O sich auch 8^*^ — 1 — 2 V schreiben lässt, 
folgende Form an: 



und enthält nur klein<$re Potenzen von r, ab die \p — 1}'^, da 
p — 1 quadratischer Rest von ;?« also nicht unter den Nicht- 

resten ^ aus der Reibe 1,2, 3 p — 1 befindlich ist. Da 

nun beide Seiten der so reducirten Formel (11) wegen der 
Irreductibilitftt der Kroisdieilungsgleichung identisch gleich sein 

müssen, so ergiebt sich das Resultat, dass ( — 1) ^ . a -f- 1 ^ 
(mod. 4) sein muss; also erhält a die Form 4n — 1, wenn p 
die Form 8 m -^ 1 hat, dagegen die Form 4;t -j* 1> wenn p von 
der Form 8m-|- 5 ist. Dies ist genau der in Nr. 5 der 10. Vor- 
lesung gefundene Satz. 

«3. Aus d iescr Untersuchung geht hervor, dass die 
coniplexen Factoren a + ^'» in wcixbe die Kreisthei- 
lung die Zahl p zerlegt, nicht primär sind, sondern, 
um es zu werden, negativ genommen werden müssen. 
In der That, da das Quadrat jeder ungeraden Zahl congruent 
Eins ist (mod. 8). so muss, wie leicht zu übersehen ist, b durch 
4 theilbar sein, wenn p = fi' + 6' die Form 8» + 1 hat. Da- 
gegen muss b die Form 4m -f- 2 haben | wenn p von der Form 
8it -f- 5 ist. in dem ersten Falle ündet sich also aus der Kreis« 
theilung a + 6i = — 1 (mod. 4), folglich — (a + 6») == + 1 
(mod. 4) d. I). primär; in dem zweiten Falle ist a -f- ^< = 1 + ^'' 
(mod. 4), folglich — (a -|- 6t) = 3 + 2 t (mod. 4), also wieder 
primär. 

Wenn hiern<ich 0, n' die beiden conjugirten primären Fac- 
toren von p sind, so ist — (a 4~ ^0 Einern derselben gleich, 
und zwar kann man es nach Belieben etwa gleich • voraussetzen, 
wenn man die primitive Wurzel passeud wählt; denn wir wissen 
aus Nr. 6 der angeführten Vorlesung; dass das Zeichen von 6 
mit der Wahl der primitiven Wurzel g wechselt. Bei solcher 
Wahl der primitiven Wurzel g folgt aber aus den beiden Con- 
gruenien : 
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1 

4"_ 



deren erstere nach Formel (23) derselben Vorlesung sogar 
(mod. p) erfüllt ist, die Congruens 

g ^ n i (mod. a\ 

und diese gestattet, den Ausdrucken 5,, S^. S^ eine etwas andere 
Form zu geben, aus welcher die primitive Wurzel yerschwunden 
ist. In der That, nach der Definition des Symbols för den 
biquadratischen Character ist wegen der vorigen Congruenz 

( (»)) '^ '* ^^^^^ ^^^ ^^^ ^'^ ^^^ * ^^ ^1 ^inföhrt, kommt 



'■-f(^))- 



oder, was dasselbe Ist, 

(12, ^'-^'((i;)'^- 

Auf dieselbe Weise ergeben sich: 

Ersetzt man in 8^ die Wurzel r durch r^ während k durch p 
nicht theilbar ist, und bezeichnet den neuen Wertb durch S,^^, 
so findet man: 

*."• -"f '((i)) • -" - ((i))' "5' ({^')) • -*• 



oder vielmehr, da Üb gleichzeitig mit « die Reste l,2,3,...p — 1 
lässt, wenn auch in anderer Ordnung, und 

((i)) •" ((»)) • '^ ~ *•' "8^' '^«nn *' ^ ' ('»<><'• /^)' 
so wird die einrache Beziehung erhalten: 

(14) . S/*' = ((s))'- S, 

und auf demselben Wege die beiden folgenden, in denen S^^^^^ 
8^^^ die 8^^^ analoge Bedeutung haben: 

(15) Ä/) = ((*5))' . S, . S,'*) » ((^)) . S, . 
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Eodlicb ergeben die beiden Formeln (9) und (10) Tolgende 
Gleichungen: 



(16) 







Während in denselben "/^ positiv zu nehmen ist, bat man, 
soviel mir bekannt ist, bisber das Vorzeichen der andern Quadrat- 
wurzel noch nicht bestimmt. Pur den Beweis des biquadratischen 
Reciprocitätsgesetzes ist es Jedoch ebensowenig wie bei dem des 
quadratischen nothwendig, dieses Vorzeichen zu kennen, vielmehr 
reichen die gewonnenen Hilfsformeln in Verbindung mit den 
Resultaten der vorigen Vorlesung dazu voUslindlg aus. 

4. Bei diesem Beweise unterscheiden wir nun zunächst 
zwei Fälle: Erstens. Während p stets eine reelle Primzahl von 
der Form 4» 4~ 1 ^^^ ®* ^' ^^^^ primären compiexen Factoren 
bezeichnen sollen, sei q eine reelle Primzahl von der Form 4it-|-3. 
Erhebt man sodann den Ausdruck S^ zur ^^ Potenz und ver- 
nachlässigt alle durch q theilbaren Glieder, so findet man, da 

offenbar (Q)' = ((l)y ist, 

d. b. nach den Bezeichnungen und Formeln der vorigen Nummer 

S,^ = S,(9) = (ß)y S, {mod. q). 

Mulliplicirt man auf beiden Seiten mit S, und berücksichtigt 
die Gleichungen: 

St^' - (S,*) ' - (P»^) ' , 5, . «3 - (^ 1) * . p, 
so ergiebt sich 

(po^) ' ={-!)'. (ß)^ . p (mod. q). 

Diese Gongruenz ist zwar keine gewöhnliche, gestattet aber 
dieselbe Behandlung, wie eine nur zwischen Zahlen bestehende. 
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Als Gleichaog geschrieben, und wenn die ganze eompleze Zahl 

gleich a -\- ßi gesetzt wird, hat sie nüDilich folgende Form: 

« + jJi — ^. Ä, 

worin R eine ganze Function von r ist, deren CoefScienten ganze 
complexe Zahlen sind, sodass man R ^^^ It -^ iJt' setzen kann» 
wenn unter R', K' ganze Functionen von r mit reellen CoM- 
cienten verstanden werden. Nun bleibt jene Gleichung besteben, 
wenn in den Co^fficienten f durch — i ersetzt wird, da man die 
Summe S^ ähnlich wie S^ behandeln kann, wodurch man, wie 
leicht zu übersehen ist, 

und folglich die beiden Gleichungen erhält: 

« = ^ . ä', ß 'Btx q . ä". 

Diese lehren wegen der Irreductibilität der Kreisdieilungs- 
gleichung, dass a und ß und folglich auch a -f- ßi durch q 
theilbar ist. 

JNun ist aber p = a . o', {— i) ^ = ((~i^)) "°^ ®' — ®* 

(mod. q) (s» Nr. 6 der vor. Vorlesung); setzt man dies in die 
letzte Gongruenz ein und dividirt beide Seiten derselben durch 

at^\ so findet sich bei Anwendung der letzten Sätze der vor. 
Vorlesung 

m ' - ((::^^) (mod. q), 
d. h. aber m — ^))^(("^)) ("^^ ?)» ^^^^ vielmehr: 

'"> ((f)) - ((=.')) • 

Diese Gleichung enthält das Reciprocitätsgesetz, 
welches zwischen einer eingliedrigen und einer zwei- 
gliedrigen Primzahl besteht. 

Zweitens sei P| eine von p verschiedene reelle Primzahl 
von der Form 4n -f- ^ ^^^ ^i» ^t ^^^^ primären complexen Fac- 
toren. Die Erhebung des Ausdruckes S^ in die P|'' Potenz liefert. 
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wenn alle durch P| tlieilbaren Glieder der Entwickinng fernach 
lässigt werden, die CongrueDz: 



oder 
also • 

[V-^ - ((Ir))] • ^ -^ 0- 

Diese Congruenz kanu mit Rücksicht auf die Gleichung 

«,"-» - (Sa*) * - (po'*) * 
in die Form 

[(p»'»)~_ ((|l))] . ^ = (mod./»,) 

gesetzt werden und geht durch Multiplication mit S^ in die fol- 
gende über: 

[(po'»)^_((.5.))].p = (iiiod.p,). 

auf welche die vorher gemachte Bemerkung Anwendung findet, 
sodass im gewöhnlichen Sinne die Congruenz 

besteht. Diese bleibt nothwendig auch in Beziehung auf den Fac- 
tor 0| von pi als Modulus bestehen und liefert dann 

im) - m ■ ((.=;•))■ - im) <"■»-• ■* 

folglich die Gleichung: 

m ■ m' - (('))• 

Nach Nr. 10 der vor. Vorlesung ist endlich 

m - ((.")) "- (©) • m - m ■ 

demnach findet man: 

"1 ((.')) -(^))- 
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5. Aus den beideo Gleichungen (17) und {18) Usst sich ein 
allgemeineres Resullat ableiten, welches in Verbindung mit den 
letzten Formeln der vorigen Vorlesung das zwischen zwei zwei- 
gliedrigen Primzahlen bestehende Reciprocitätsgesetz ergelien wird. 
Es bezeichne m irgend eine ungerade, positive oder 
negative reelle Zahl, welche aber mit Rücksicht auf 
das Vorzeichen die Form 4n ~|- 1 hat, und M eine com- 
plexe gegen m primeZahl, in weicher der reelle Theil 
ungerade, der Coefficient von t aber gerade ist, so 
wird behauptet, es sei stets: 

m (©) - {(f)} 

In der That, da eine solche Zahl M nach Nr. 2, 4) der vor« 
Vorlesung den Factor 1 -{- i nicht enthält, kann man 

setzen, indem das erste Product alle reellen Primzahlen von M, 
welche die Form 4r ~|- 3 haben, das zweite alle zweigliedrigen 
Primfactoren von M enthält. Da andererseits tn, wenn es die 
Form 4n ~|- 1 haben soll, positiv oder negativ sein muss, jenach- 
dem die Anzahl seiner Primfactoren von der Form 4n 4* 3 ge- 
rade oder ungerade ist, so wird man es stets in die. Form 

m = n(—q^) . n{p{) 

bringen können, in welcher das zweite Product alle Primfactoren 
von m, welche die Form %n -f- 1> das erste alle diejenigen ent- 
hält, welche die Form 4 n -f~ 3 haben, jeden der letztern mit 
negativem Vorzeichen, d. b. primär genommen. Hiernach ergiebt 
sich aus Formel (12) der vor. Vorlesung, da nach (18) ebend. 

= + 1 ist, 



i(^)) 



((?)) - nm ■ mm 



das erste Product auf alle q, das zweite auf alle m bezogen, und 
weiter nach Formel (14) ebendaselbst: 

(©) - nm nm nm) nm) ■ 

wo die einzelnen Producte sich stets auf alle Combinationen der 
darin angedeuteten Zabiclassen bezieben, z. B. in dem ersten jede 
der Primzahlen q mit jeder der Primzahlen q^ zu combiniren 
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und das Product der enlstehenden Symbole zu bilden ist. — üie 
Svmbole in den beiden ersten Producten Iiönnen ohne Weiteres in 

{(""^O) ""^ {(~)) W'^8^'^^'^''' werden, da sie, ebenso wie 

die umgekebrlen Symbole» auf zwei reelle Zahlen bezüglich, also 
nach Gleichung (18) der vor, Vorlesung der Einheit gleich sind. 
Die Symbole des dritten Products können nach Formel (17) in 

((~5^)r ^*^ ^^^ vierten nach Formel (18) '» {(^)j verkehrt 
werden, so dass sich ergiebt: 

m-n{(f))n{o) n((?)) n (©) 



oder 



((")) - 7T((j)) ■ n(©) 



wo das erste Product auf alle q, das zweite auf alle a zu er- 
strecken ist, oder endlich nach Formel (14) vor. Vorlesung, wie 
behauptet wurde, 

m - (©) • 

6. Nun mögen a^ bi und u -f- ßi zwei primäre zweiglied- 
rige Primzahlen bezeichnen. Aus der identisclien Gleichung 

« (a 4" ^0 «= ö« + ft/J + bi (« + ßi), 
welche als Congruenz folgendermassen geschrieben werden kann: 

« (a + bi) ~ acc -{- bß mod. (a -f- ßi), 

ergiebt sich nach den Formeln (15) und (16) der vor. Vorlesung 
die Gleicliung 

{{orTTi)) ' \(^Ti)) ^ (( a + ßi )) 
und auf ähnlichem Wege die folgende: 

\(r+Ti)) ' \VVbd) "" \\T+bT)) • 

welche wir in die dritte Potenz erheben und mit der vorigen 
multipliciren wollen. Beachtet man dabei die Gleichung (17) der 
vor. Vorlesung und, dass die A'^ Potenz des biquadratischen Sym- 
bols stets gleich der Einheit ist, so giebt man der resultirenden 

BAOHKAnr, L«lur6 d. Kreitih. 12 
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Gleichliiig ieickt die Farm: 

'^{(v+rd) • (fc + Tf)) • (((« - *.) (« +ji))) • 

Nun bezdehiie e die EiBhttt/ mit seichem Vonelcben ge- 
naromen, daw ae izl (mod. 4) wird, ebenso i diejenige Einheit, 
welche der Congruenz ac ^ 1 (med« 4) genügt, so dass aach 
aa . ei =l1 oder, was dasselbe ist, da b, ß gerade, also bß^O 
(mod. 4) ist» dass ee {aa -\- bß) ^ 1 (mod. 4} wird. Dann ist es 
leicht, die rechte Seite der obigen Gleichung in folgende Form 
zu bringen:. 

In diesem Ausdrucke können die drei ersten Symbole nach 
Formel (19) umgekehrt werden und erhalten mit Rilcksicht auf 
die Formein (14) und (18) der Tor. Vorlesung die Werthe: 

((i))-((T))-(ferTM))- 

deren Product nach Formel (20) ebendas, sich gleich 

(-1) * "'•■ 

erglebt. Da nun aa ungerade, bß durch 4 theilbar ist. so findet 
man leicht, dass der Exponent dieser Potenz ^ -£ (mod. 2), die 

Potenz selbst also gleich (— I) ^ ist. 

Untersuchen wir noch das Product der beiden letzten Sym- 

hole. Diese haben aber resp. die Werthe t ^ und e ^ , wo 
p Ml a^ -f" ^S Pt »" «^ + /I* gesetzt ist. Unterscheiden wir nun 
zwei Fftlle; In dem ersten Falle ist e«» «, also aa = 1 (mod. 4), 
woraus folgt, dass entweder a, er Beide die Form 4ft -{- 1 und 
folglich, da ri -f- 6t, a -^ ß^ primär Torausgesetzt sind, p, P| Beide 
die Form 8 fr 4" 1 haben, was 

— t — ^_- — 



$ 



e* -f* ' - + 1 
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ergeben würde; oder a, a müssen Beide die Form 4ii -{- 3» f^* 
lieh p, P| Beide die Form 8 n -f- ^ haben, wo dann wieder 

sich ergiebt. — In dem zweiten Falle iste«» — e, alsoaa^S 
(mod. 4); demnach rouss eine der beiden Zahlen n, a, z. B. « 
die Form 4it ~|- 3, die andere, z. B. a, die Form An -{- 1 haben, 
dem entsprechend würde «»sl.caa — 1, p von der Form 
8ii + 1, p, von der Form 8w + 5 und 

f * . tf * «« (~ 1) * «. + 1 

sein. — Allgemein hat daher das Product der beiden letzten Sym* 
boie den Werth -f* 1, und man findet endlich: 

oder 

Diese Formel enthält das Reciprocititsgesetz für zwei 
zweigliedrige primSre Primzahlen. 

Bedeuten endlich q^ g, zwei reelle Primzahlen von 
der Form 4»-f-3> ^^ ^^^ wegen der Formel (18) der 
vor. Vorlesung offenbar: 

^ ((ä'))-((^)) 

und die Formeln (17), (21), (22) umfassen alle nur möglichen 
Fälle. Sie lassen sich in eine einzige zusammenfassen vermittelst 
folgender Betrachtung: Da p ■« a' + b^, Pj ■» «^ -f- /J« gesetzt 
ist, so ist 

p-^i _»fl«~i , M ^ 6^ p,—l ^ ««— 1 I y _y 

4" 4*4^4' 4 "" 4'"4''^4 

und folglich ^~ . 2i^ = (^^' also auch = ^ (mod. 2). Die 
Formel (21) kann daher auch so geechrieben werden: 

(eJfD) - (- »r • °^- (C-J4:)) • 

18» 



1 
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Da --^- eine gerade Zahl ist, ebenso wie ** ~ . so iiann 
inaii den Formeln (17) und (22) aucli folgende Gestalt geben: 

(0)-'-')'['^j(5'))' 

im - <- "'^"' ■ '^' (e,;0) 

und diese Formeln sind offenbar nebst der vorigen in der ein- 
zigen enthalten, welche folgt: 

(2^) ((v))-(-/'*''^((t))' 

und In welcher m, m zwei primäre compieie Primzahlen, f», fi 
ihre Normen bezeichnen. Diese Gleichung giebt das biquadratische 
Reciprocitätsgeselz und enthält folgenden Satz: 

Die biquadratischen Charactere zweier primärer 
complexer Primzahlen sind einander gleich, wenn 
wenigstens eine der Primzahlen ^1 (mod. 4) ist; sie 
sind dagegen einander entgegengesetzt, wenn beide 
Primzahlen ^ 3 -{- 2< (mod. 4) sind. 

In der That, in dem ersten dieser Fälle ist wenigstens eine 
der Normen ii, (i von der Form 8n -f- 1» also einer der Fac- 

toren ^"7 , ^ "~ gerade, während Im andern Falle beide Nor- 
men von der Form dn -f- 5, also beide Factoren des Exponenten 
von — 1 ungerade sind. 

Erbebt man die Gleichung (23) zum Quadrat, und beach- 
tet dass 

isl, so ergiebt sich 

d. h. nach Gleichung (8) vor. Vorlesung folgendes quadratische 
Reciprocitätsgesetz für die complexen Zahlen von der Form a-^bi: 
Die quadratischen Charactere zweier complexer 
Primzahlen, deren reelle Theile ungerade sind, haben 
gleichen VVerth. 
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Diese beiden Reciprocitätsgeselze sind zuerst von Gauss 
ausgesprochen worden,*) dagegen hat zuerst Eisenstein zwei 
Beweise derselben veröffentlicht,**) welche zu einander in der- 
selben Beziehung stehen, wie die beiden in Nr. 6 und 7 der 
9. Vorlesung angeführten Eisenstein *schen Beweise des qua- 
dratischen Reciprocitätsgesetzes für reelle Primzahlen. Dem ersten 
derselben sind wir hier gefolgt. Uebrigens gebohrt Jacobi der 
Ruhm, schon vor Eisenstein*s Publicationen in seinen Vor- 
lesungen pber Zahlentheorie einen Beweis der genannten Sätze 
roitgetheilt zu haben, welcher nur unwesentlich von den vor- 
stehenden Betrachtungen verschieden ist. Ausserdem hat auch 
Lebesgue In seinen recherches sur les nombres**"^) die Theorie 
der biquadratischen Reste, und zwar auf derselben Grundlage 
behandelt, die er für die der quadratischen Reste angewendet hat. 

Der Ergftnzimgssatz. 

7. Auf ähnlichen Betrachtungen, wie der Beweis des Reci- 
procitätsgesetzes, beruht die Ableitung des Satzes Ober das Sym- 

b. ((-j-j)). 

Nehmen wir zuerst an, m sei eine reelle Primzahl g von 
derForm 4n+3. Da für eine solche (l+i)«=l — f^ -/(l-f-f), 
also (1 + 0*~^ ^ — * (mod, q) ist, so findet man 

C-J: «±! 3 i±! _^±^ 

(1 + i) * = (- i) ' == I * * = t ' (raod g). 

und folglich 



r^> im 



1±^ 

4 



Eine ähnliche Formel gilt, wenn m eine reelle Primzahl p 
von der Form 4n 4- 1 ist. Sind dann es, ©' ihre primären Fäc- 
toren, so folgt aus (17) der vor. Vorlesung 



((^j)) - im'- 



*) Vergl seine Werke Bd. II, pag. 130 and 138. 
**) Eisenstein, Lois de r^ciprocitä und Einfacher Beweis und 
Verallgemeinerung des Fundamentaltheorems für die biquadratiachen 
Reste, in Crelle's J., Bd. 28. 

••♦) In Liouville*8 Journal, Bd. 4. 



y 
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(m) (o^'))-(my ((i)) 



F-» 



MgEck. »,. 4er ClÄk-n, ((i)) - • * - -* d^' *r 
^•r. V#ricMiig 

« (C-f *)) -'^ 

IßmwAm eine rwOe ZaU tm der F«na 4« + 1. «ddhe. 
bi mBe Prinfactorai xericgt» darcfa 

M^tedrdcki w«rd«fi kaon, m IHü äck znidHl Mehl tter- 
sebeo, tai» wenn nun dieser GUdiofig die Form 

«- n (l -4 . i±iV H (l + 4 . ?^^) 

giebc» ia weicher S^ . ^^ nach der Bedeulaog der Zahtea 
p, q ganie Zahlen aeio werden, i» entwklreile Prodnct die Form 

hdhen wird, wibrend z eine ganze Zahl bexeichnel, ond die 
SunranoBeicben dieaeibe Aiudehniuig haben * wie die Zeacfaen JT 
in dem Ausdroeice fnr m. Also wird 

Da nun nach den Formeln (25) und (26) 

{(-n - n im n im - '"^-"^ 

gefunden wird, so kann man auch, sobald m«eine reelle Zahl von 
der Form 4n -{- 1 bedeutet, schreiben: 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun, indem a^^^a-^ßi 
eine primäre Primzahl bedeuten soll, zur Bestimmung des Sym- 

boles (('3^) v^ö ^cr identischen Gleichung 
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(28) «(1 +1-) — «-f ^ + i(« + /Ji) 

aus. Dieselbe liefert eioerseils, da « und 1 -f- i, folglich auch 
a-{- ß durdi « -^ ßi nicht thetlbar sind, 

((sT?<)) • ((«+10) "" \ihhfi)} 

folglich 

m ((j^) - {(,-h;))' ■ am)) ■ 

Andererseils folgt aus (28) auch, da a 4- i^ ungerade, also 
zu 1 -{* I sowohl wie natOrlich auch zu a relative Primzahl ist. 
Letzteres, weil hn der coroplexen Primzahl a a mit ß keinen ge- 
meinsamen Theiler haben kaim^ 

Hierfür erhält man nach den Gleichungen (18) und (20) der 
vorigen Vorlesung sowie nach der Gleichung (27)» weiche auf 
den Fall m >» a -|- j^ anwendbar ist, da l>ei jeder primären 
Primzahl ti-\- ß = l (mod. 4) ist, den Werth: 



m)) - 



Dieser Werth kann noch einfacher ausgedröckt werden, 
wenn man beachtet, dass fnr eine Zahl in von der Form 4 »-{-1 

— ~ 8B8 4/t' -f- 2 it , also 55-^- z= 2« = '^- (mod. 4) 

ist; daher kann der Exponent von 1 gleich 

^ +5. ^ 

geschrieben werden und Ist (mod. 4) der Zahl 3 . -^^^ — coD- 
grüent, da a ^ ß — 1 durch 4 theilbar ist. Da endlich das 
Symbol ((^^-^j-S) Mch Nr. 5 umgekehrt werden darf, erglebt 
sich der Werth des zweiten Factors in (29) 

^^ «iT?')) — ''"^"- 

Um auch den des ersten zu bestimmen, unterscheiden wir 
die beiden Falle, welche die primSren Primzahlen darbieten kön» 
nen. Ist erstens a^l (mod. 4), also ß durch 4 theilbar, so 
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kann nach Nr. 5 das Symbol ((— Xä)) ^^ 



«»-1 



TerUuscbi werden, was mau nach dem soeben Gesagten auch 
einfacher gleich i ' schreiben darf. Dann wird nach (29) und (30) 

Der Eiponenl von i ist gleich — ^ h (« + /^ — 1) + (« — ■ 1) » 

da ß durch 4 theiibar, so ist es ^ ebenfalk, dieser Ausdruck ist 

daher dem folgenden: 7| (er — ß — ß^ — 1) (mod. 4) congruent, 
und man findet endlich: 

(31) ((;^/.)) = .■^•<-^-^-" . 

Ist zweitens a ee — 1 (mod. 4), also ß = 2, so kanu man 

setzen, worin für den zweilen Faclor sich der Wcrlh ( — 1) ** , 
also, da p hier die Form 8n~|-5 haben muss (siehe Nr. 3}, 
der Werth — 1 ergiebt, wahrend der erste nach Nr. 5 umge- 
kehrt und gleich 



a'-l 



(c-t^')) - m ■ m - •■"■ 

gesetzt werden kann. Üa hier a von der Form in — 1 Ist, 
findet man 

— — = 4 «2 ~ 2 « - -i - (mod. 4) , 

also liefern die Gleichungen (29) und (30) in diesem Falle die 
Formel : 

Der Exponent von i kann folgendermassen geschrieben werden : 

i (« - ^ - 5) + 4 4- (« 4- ^ - 1) + (« + 1) . 

ist also (mod. 4) der Zahl '/^ (a — /S — 5) oder, da hier ß von 
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der Form 4n + 2, also ß^ = 4 (moil. 16) und ^* ~ 1 (niod. 4) 

ist, der Zahl ^/^ (a — /} — /}^ — 1) congruent, und so erhält man 
auch für diesen Fall die Gleichung (31). 

Beachtet man nun, dass eine priniäre Primzahl — q aus 
der Formel « -|- /Ji hervorgeht, wenn « = — q, ß sssQ gesetzt 
wird, so lassen sich die, durch die Formeln (25) und (31)' aus- 
gedruckten Resultate in den allgemeinen Satz zusammenfassen: 

Bedeutet er ~|- /?! eine primäre (eingliedrige oder 
zweigliedrige) complexe Primzahl, so ist 

(32) (ß$i;f) = .••/.(.-<»-.'-.) . 

Auch dieser Satz, von welchem wir den Eisenstei naschen 

Beweis hier mitgetheilt haben, findet sich bereits in der 2^^ Ab- 
handlung über biquadralische Reste In Gauss' Werken Bd. II 
pag. 135. 



Vierzehnte Vorlesung. 

Die complexen ZaJilen a + bQ. Das Reciprocitätsgesetz for 

die cnbisclien Reste. 

1. Eine gegen p prime Zahl m wird cubischer 
Rest oder Nichtrest von p genannt, jenachdem die 
Congruenz x^^m (mod. p) eine Lösung gestattet oder 
nicht. Wie es nun bei den biquadraCischen Resten durchaus 
nothwendig war, zur Ergrundung ihrer Theorie das Gebiet der 
reellen Zahlen zu erweitern und die complexen Zahlen von der 
Form a -}- bi in Betrachtung zu ziehen, so muss man ähnlicher- 
weise die Theorie der cubisciien Reste auf die lietrachtung der 
complexen Zahlen von der Form a -^ öq gründen, in welchen q 

eine imaginäre Cubikwurzel der Einheit, nämlich q == X-^ — i 

ist. Bevor wir daher die Gesetze, welche die Lehre von den 
cubischen Resten ausmachen» hier ableiten können, müssen wir 
wieder die Eigenschaften jener complexen Zahlen auseinander- 
setzen. Da jedoch hier Alles sich sehr ähnlich verhält, wie bei 
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den complexen Zahlen a -f- dt, so werden wir nur Datjenife 
ausfuhrlicb behandeln, was abweichend ist, alles Andere dagegen 
nur andeuten« — 

Zu jeder Zahl a -\- bg gehArt die sogenannte conjugirte 
Zahl a -|" ^9^p welche statt q die andere imaginäre Cubikwuriel 



der Einheit ^^«« ^ % enthält, und mit Hilfe der Glei- 

chung 1 -4" ^ + p' "" *Qf ^^ ^^ni (a — ä) — bQ gebracht 
werden Itann. Das Product der beiden coiyugirten Zahlen 

[a + öq) {a + 6v*) — a' — a6 + 6' 

heisst ihre Norm, in Zeichen: N{a -f" bg). 

Jede Zahl, deren Norm die Einheit ist, wird eine 
complexe Einheit genannt. Aus der ersten der beiden 
Gleichungen 

{a + b)^ — Sab mm 1, (« — 6)24. «6 — 1. 

weiche mit der Gleichung a^ — ab -^ b^ ^m i identisch sind, 
ergiebt sich, dass a, b gleiches Zeichen haben müssen, wenn sie 
nicht Null sind; es ergeben sich abo die I^sungen : an8 0,6<»+^ » 
a as + 1 , ä «B und aus der zweiten jener Gleichungen : a — b^aO 
also a«mb, und a^«»!, d. h. noch zwei andere Ltoungen: 
a mal, b mmi; a = — l,6«n-^l. lliemacb existiren nur 
folgende sechs Einheiten: 

+ lp — 1. + 9,-9,1 +(f^ — q\-- 1 — 9'^'^ Q^. 

Die Zahl 3 ist in der Theorie der complexen Zahlen « + ^ P 
Iteine Primzahl, Tielmehr das Product der beiden conjugirten 
Factoren 1 — ^ und 1 — if\ [>er zweite derselben liann auch 
gleich — ^' (1 — q) gesetzt werden , ist also nur unwesentlich 
vom ersten verschieden. 

Jenachdem die Norm einer complexen Zahl a-^bg 
durch 3 theilbar oder nicht tbeilbar ist, hat a -{- ^^ 
den Factor 1 — q oder nicht. Denn, ist 

«4-6^— (1 —Q){«^ßQ), 

so ist offenbar iV (a -|~ ^ P) durch N{1 — p) <» 3 theilbar ; aber 
auch umgekehrt, wenn a^ — ab -\- b^ mm {a ^ b)^ — 3ab durch 
3 theilbar ist, so ergiebt sich a'\-b = 0, 6~ — a (mod. 3) 
d. h. 6 >n 3m — a, also 

a '{■' bQ mm 3mQ + « (1 — 9) • 
Es bezeichne nun a -{- bg. eine nicht durch 1 — 9 theilbare 
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Zahl, 80 erhalt man durch Multiplicatton mit den sechs Einheiten 
folgende Gruppe von associirtcn Zahlen: 

±{n + bQ). +(*+(6 — a)ri. ±(6 — « — ap). 

Da a -j- bQ durch 1 — q nicht tbeiibar ist» hat N[a + ^c) 
die Form 3n + 1 oder 3ii '— 1, demnach folgt aus der Con- 
gruenz «^ — « 6 -}- fc' ^ (« + *)* (n^oi. 3) die andere: a -^0^+ 1 
(raod. 8), d. h. entweder: a :h: + 1, 6 = 0, oder « ~ + 1, 
b^'^1 also b — azEO, oder: <i ~ 0, 6 = + 1 also 6— a= + l 
(mod. 3)* Diese Betrachtung zeigt, dass unter den sechs assodir- 
ten Zahlen stets eine einzige ezistirt, welche der Bedingung Ge- 
nüge leistet, dass der Co^fficient von q durch 3 theilbar, der 
andere Theil ^ — 1 (mod. 3) ist. Diese Zahl soll die pri- 
märe Zahl der Gruppe genannt werden. 

Jede Zahl a-^bg kann dadurch, dass man dem q seinen Werth 

substituirt, auf die Form o — gebracht werden, worin 

A^^2a — b, P -a 6. also A^ B (tnod. 2) 
ist. Umgekehrt ist ^ + ^^^^ , stets einer complexen Zahl a + 69 
gleich, wenn A^ B (mod. 2j ist, denn man braucht nur zu setzen : 

ssa if, a a=B . 

2. Die reellen Primzahlen, mit Ausnahme der Drei, zer- 
fallen in zwei Gruppen: in Primzahlen von der Form 6n-{-5 
und solche von der Form 61t -^ 1. Die erstem spielen auch in 
der Theorie der complexen Zahlen a ^ bg die Rolle von Prim- 
factoren, d. h. sie sind nicht weiter in Factoren zerlegbar, welche 
von Einheiten verschieden sind. Wäre nfimlich eine solche Prim- 
zahl q dem Producte zweier complexer Factoren gleich, etwa 

A + B V^i A'+ B' V^ 
SO ergäbe sich daraus 

, A* + BB* ^'« + 3/r« 
^ 4 •"" 4 

worin die beiden Factoren als Normen complexer Zahlen ganze 
reelle Zahlen sein mässen. Eine derselben muss durch q theilbar 
sein, z. B. 

^ + 3J?» = (mod.?); 
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entweder folgen hieraus Ammttq^ B^^ßq, während a,ß ganz- 
lahlig sind; da aber d^nn 

- «• + 3 g' A^ + S BT* 
^ ~ 4 • 4 

wäre, 80 würden die complexen Zahlen * "^ f ' — ^ 

Einheiten sein, was Iteine eigentliche Zerlegung von q ergäbe. 
Oder man findet A^ B nicht durch q thellbar, wo dann eine Zahl ß 
der Congruenz Bß=:\ (oiod. q) gemäss bestimmt werden kann, 
und sich (^jJ)' ^ — 3 (mod. q) d. h. 

(V)-+- 

nach dem quadratischen Reciprocitätsgesetz und Gl. (7) Vorl. 9 also auch 

a)-(i)-+' 

ergiebt» während doch unter den beiden Resten 1, 2 (mod. 3) 
der erstere den quadratischen Rest, also der letztere den quadra- 
tischen Nicbtrest von 3 repräsentirt. 

Wenn so die reellen Primzahlen der Form 6 n -{- 5 auch 
als complexe Zahlen Primzahlen bleiben, weiss man aus Nr. 1 
der 11. Vorlesung, dass jede Primzahl von der Form 6n-f- 1 
in zwei conjugirto coroplexe Factoren zerlegbar ist, von denen 
man sich, wie in Nr. 3 der 12. Vorlesung bezüglich der complexen 
Factoren der reellen Primzahlen 4n-{- 1, leicht überzeugt, dass 
sie nun die Rolle von Primfactoren übernehmen. 

Es giebt demnach hier drei verschiedene Arten von Prim« 
factoren: die Zahl 1 — p, die reellen Primzahlen der Form 6« -|-5, 
und die zweigliedrigen Primzahlen, welche reelle Primzahlen der 
Form 6n + 1 ^u Normen haben. Die zweite Gattung ist primär, 
die Zahl 1 — q soll als primäre ihrer Gruppe bezeichnet werden, 
die Zahlen der dritten Gattung werden es, mit einer passenden 
Einheit multiplicirt. Genau auf demselben Wege, wie bei 
den complexen Zahlen a -{- bi, tässt sich beweisen, 
dass jede complexe Zahl nur auf eine einzige Weise 
als Product solcher primärer Primzahlen dargestellt 
werden kann. 

3. Dazu genügt es nach der allgemeinen Be- 
merkung in Nr. 4 der 12. Vorlesung, Zweierlei nach- 
zuweisen: Erstens, dass ein endlicher Algorithmus 
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2ur ßerechtiung des grössten gemeinsamen Theilers 
zweier complexer Zahlen existirt» was diirch folgenden 
Satz (nach der eben angeführten Nummer) offenbar erreichbar 
wird: 

Sind m = -^^^^ — und »i — — ^ ^ zweicom- 

plexe Zahlen von der Art a-^-bQ, so giebt es stets 

•c -4- V y 3 

eine complexe Zahl z «=» ^ y — ^ derselben Art, von 
der Beschaffenheit, dass i\r(m — m'z) < V2^{m')>st. Denn, 



setzt man 






sodass 

_ ^ A A' + SB B' ^ ^ BA'-'AB' 

ist, und wählt für y diejenige ganze Zahl, welche ß am Nächsten 
hegt, für X dagegen diejenige der beiden, a umgebenden, Zahlen, 

welche mit y gleichartig ist, so ist - '* ^ "" eine complexe, 
aus Q gebildete, Zahl von der Beschaffenheit, dass 

also 

ist, was zu zeigen war. 

Zweitens muss gezeigt werden, dass ausser den 
oben bezeichnetenPrimzahlen keine andern existiren, 
was ganz ähnlich geschieht, wie in der vorletzten Vorlesung. — 

Definirt man nun wieder zwei complexe Zahlen n, n als 
congruent (mod. m), wenn ihre Differenz durch die (complexe) 
Zahl m theilbar ist, so gelten die gewöhnlichen Regeln und Sätze, 
darunter namentlich der Satz, dass eine Congruenz, welche in 
Bezug auf einen Primzahlmodulus staltfindet, nie mehr incongruente 
Wurzeln haben kann, als ihr Grad beträgt. 

Sei a -j- bQ eine complexe Zahl, so werden alle diejenigen 
complexen Zahlen, welche mod. (a -j^ bo) der Zahl a -f- ^^ con- 
gruent sind, durch die Gleichung 
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s + pf — {a + bf)(i+uif) + a + ßf 

bestfouBt, wenn l. « alle möglichen ganuabligen Werthe eriulteD. 
Aus dieser Gieiehong ergebeo sich aber 

xmmmi — bm + a, ^ — bt + (a — b) u + ß . 

Isl also d grtester gemeiosaiiier Theil^ foo m uiid b, also 
auch Yon a — b aod b, so Boss 9^ß (mod. d) seio, und, wenn 
If^ der klelfisle Werth ist, wekher dieser Bediogang genügt, so 
iiat die Gleichuig 

bt + {a — b)u—y^-^ß 

QoendBch viel gaosiahllge Lösongeo der Art, dass die Formeln 

_ . I a — b b 

alle Lösangen ergeben, wenn t^ m^ eine derselben, und z dne 
nnliesdmmle ganie Zahl beteiehnet Dann findet man alier 

und es giebt dnen l^slimmten Werdi des z, für welchen x kleiner 

«• — mb -4- Ä* 

wird als ^ . Der entsprechende Wcrlh von x heisse x^ 

dann Ist 

«• + »€ = « + ß9 n»<l. {« + »^) 

und der Beweis geliefert, dass unter allen Zahlen x -{- y^, bei 
welchen x, y die Werthe aus den beiden Reiben: 

0,1,2,.,,. (^""^^* + ^ — iV 0. 1.2,....(d-l) 

resp« erhalten, stets eine einzige einer gegebenen Zahl mod. 
(a-^-bq) congruent ist, mit andern V¥orten: esgiebt a^— a6-{-6' 
incongruente Reste, und die Zahlen o: -{- y^ con- 
stitniren einvollstHndigesR^stensystem mod. (a-|-fr^). — 
4. Ist nun m «» a -f~ ^9 ^n^ ^^^ ^ — 9 verschiedene 
Primzahl, so ergiebt sich wieder sehr leicht das Analogon des 
Fe rmat'schen Lehrsatzes: Für jede, durch m nicht theii- 
bare, coroplexe Zahl n besteht die Congruenz 

(1) n^* = 1 (mod. m), 

in welcher f» die Norm von m bedeutet. Diese Norm ist 
gidch 9^ wenn m eine reelle Primzahl q von der Form 6 »-fr 5 
bezeichnet, dagegen gleich p, wenn m ein Factor einer redien 
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Primnhl p voo der Form 6» 4* 1 ^^< >^ ^"^^ Fällen also Ist 
fi vim der Form 6n -f- 1. 

Aus dieser Bemerkung folgt, dass die Congruenz (1) auch 
folgende Darstellung sulasst: 

[n *— l)(w *— ^)(n ^ ---^^) = (mod. m). 
Alle, durch m Dicht theilbaren, Reste zerfallen demnach in 
drei Classen von je ^^r— Zahlen» welche resp. die Wurzeln der 
drei Congruenzen 

(2) n ' = 1, n ^ = ^, n ^ = ^2 (mod. m) 

sind. 

Die Zahlen der ersten Classe sind die cubischen 
Reste von m. Zum Beweise dieses Hauptsalzes gelangt man 
mittelst derselben Betrachtungen, wie in Nr. 7 der vorletzten 
Vorlesung» nur dass hier ein anders zusammengesetztes Rest- 
System (mod. m) zu Grunde gelegt werden muss» dessen Existenz 
leicht zu erkennen ist, nämlich ein, aus drei solchen Gruppen 

von ^"7 Gliedern bestehendes Restsystem, dass, wenn r die 

Zahlen der einen Gruppe bezeichnet, die der beiden andern durch 
r^ und ml^ resp. ausgedrfickt werden. 

Unter dem cubischen Character einer durch m 
nicht theilbaren Zahl n soll hinfort diejenige Potenz 
von ^ verstanden werden, welche in der Congruenz 

fi— 1 

n ~ ^* (mod. m) 
gewählt werden muss. Föhren wir für denselben das von 

Eisenstein benutzte Zeichen 1 — 1 ein, so ergiebt sich dem- 
nach die Congruenz 

(3) ''"^H ("*'^-*^)- 

Auch hier sei, wenigstens in aller Kurze, des Analogons des 
Gausa'scben Lemma gedacht, dessen Beweis, auf dem vorher 
angegebenen Restsysteme beruhend, nach den früheren Mit- 
tbeilungen keinen Schwierigkeiten unterliegt. Dies ist folgender 
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80tt: Ift m eiaeilareii m aickl IbellbareZafcl, aadwer- 
dem m, fi, f rom ien ^-- — Zahlea n . r resp. Zahiea der 
Groppeo r, rf, r^^ resp. (uiod. m) coagraeat, sa isl 

5« Da aoeb das Symbol für den eabiscbeo Character ofleabar 
aafser der GiekbaDg 

(6) [^]""[^]' ^«w*' = *(«wd-«) bt 

aocb der aadero Gleicbaog 

'" [^1 - M • H • 

in welcher n, n zwei gleiche oder verscbledeoe. durch m nicht 
Iheilbare Zahlen bedeuten. Genüge leistet, der cuUacbe Character 
eines Products also durch die seiner Factoreo bestimmt wird, so 
genfigt es, im Folgenden die einfachen Fitle zo betrachten: 

n — — 1, n«»^, !!■— 1 — ^, n^^m^ 

wo ni eine von m verschiedene complexe Primzahl bedeuter, und 
die Werlhe der zugeliorigen Symbole 



\n\ [']• ['«']• [I] 



ZU bestimmen« Für das letzte existirt wieder ein sehr einfaches 
ReciprocitAtsgesetz, das dritte soll später untersucht, die ersten 
beiden aber können unmittelbar gefunden werden. 

Idt nftmlich n eine reelle Zahl und q eine reelle Primzahl 

von der Form 6 m -f* S» sodass ^~- eine ganze Zahl ist» so folgt 

aus dem Fermat'schen Satze: itt^^ ^ 1 (mod. q^ die Congruenz 

(;jfl'-l) '^ — ;i ^ = 1 (mod. (?) 

und folglich 

(7) [f ] - + 1- 

Ilternacl) isl z. B. f— - *= -H ^- Ebenso aber ist, wenn 

a -|- 6^ Factor einer Primzahl p von der Form 6ii -f- 1 isU nach 
der Deflnilion 



— 193 — 

also findet man allgemein: 

Aus der Definilion des Symbols selbst ergiebt sich ferner 
sofort die Congruenz 

= (f (mod. m), 



M 



8 
9 



oder, weil m von 1 — ^ verschieden vorausgesetzt ist, die Gleichung: 

Schliesslich sei hier eine einfache Bemerkung angefögt. bt 
^^ der Wertb des Symboles p-^r-^ * so besteht die Congruenz: 

d« h. eine Gleichung von der Form 

in welcher fi «» JV'(a -{- fr^), J, B ganze reelle Zahlen sind, und 
welche wegen der Irrednctibllität der Gleichung ^^ -|- ^ 4* ^ *°^ ^ 
auch bestehen muss, wenn ^^ statt ^ gesetzt wird; dadurch aber 
ergiebt steh 

(« + /?(>«) * = ^«» 4- (a + 6^2) (^ -f J?^«) 
oder 

(« + /Je'^) ^ ee: ^«» (mod. a + 6^«), 
d. b. der Wertii des Symbols [ "T^L l '^^ ^'* ^"^ dieser Be- 
merkung erhält man die nützliche Gleichung: 

Beweis des Reciproeitätsgeseties« 

6, Nachdem im Vorigen die arithmetische Grundlage für die 
Theorie der cubischen Reste gelegt worden, müssen nun die« 

BAOBMAm, Lehre d. Kteiith. 18 
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jeoigen Formelii aoft der KrebtbeiliiDg lusammengeslellt werden, 
durch deren Hilfe der Beweis des RedprociUUigeseizes sich er- 
giebt Wir sind darauf I>eref{ts in Nr. 2 der 11. Vorlesung ge« 
führt worden. Beseichnen wir hinfort mit 7\, 7, die beiden Aus- 
drucke: 



^=1 n=i 

80 liefern die Formeln der angefahrten Nr. folgende Gieiebungen: 

^"^ T,.T,^[-l)^.p. 

(12) r,5-p{« + frp), T,^^p{a + b9% 

worin 

(13) a-^bi^mm K^^lnd.^+ladLa+^) 

gesetzt ist Aus den Gleichungen (12) erhält man die Ausdrücke 
T^, 7} durch Wurzelansxiebung, aber mit der Unliestiffinitheit be- 
haftet, dass man nicht weiss, welche der CuUkwurseln ihnen 
gleichzusetzen sind; diese Frage, weiche der in Nr. 3 der 9. Vor- 
lesung bezüglich der Summe S aufgeworfenen analog ist, ist auch 
hier bisher noch nicht beantwortet worden, jedoch bedarf es 
auch wieder ihrer Lösung nicht zum Beweise des cubischen Re^ 
ciprocitätsgesetzes. Wohl aber haben wir festzustellen, ob In der 
durch die Kreistheilung erhaltenen Zernkllung von p in die beiden 
conjugirt-coroplexen Factoren n-j-fr^» a -}- bg^ diese primär 
sind, oder nicht. Die Antwort hierauf wird ebenfalls durch die 
Resultate der angeführten Nr. gegeben und fallt zu Gunsten der 
erstem Alternative aus, da wir dort gesehen haben, dass a^ — 1, 
& =^ (mod. 3) Ist. 

Bezeichnen wir also fortan mit », m' die beiden conjugirt- 
complexen primären Factoren, in welche p zerlegbar ist, so muss 
& mit einer dieser beiden Zahlen: 

übereinstimmen. Da das Vorzeichen von B mit der willkür- 
Jichen Wahl der primitiven Wurzel g sich ändert^ dürfen wir 
letztere so gewählt denken, dass tosm a -{- bg wird. Aus den 
beiden Gongruenzen 
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9 



a -}- bg ^0, a-^ bif^O (mod. m), 

deren erste eine Folge der Congruenz (13) in der angeführten 
Vorlesung ist^ schliesst man sodann, dass 

g ^ IHZQ (mod. »), 
also [-^ i««^ ist. Hierdurch erbalten die beiden Ausdrücke 7|, T^ 
folgende Gestalt: 

^=1 N^^ m-sstf 

oder» was dasselbe ist. 



Ebenso kommt 




'='-'- n? 




#= 



W 



r, — >' 1-4-1 .r». 



Ersetzt man in diesen Ausdrücken r durch r*, während k 

durch p nicht Uieilbar ist, und bezeichnet die so entstehenden 

Ausdrücke mit 7|(*^ T2^^K so findet man leicht folgende Be- 
ziehungen : 

(14) ri'*»-[-5-J.^..r,«-=[4].T,. 

7. Durch die soeben angegebenen Hilfsmittel können wir 
nunmehr das ReciprocitStsgesetz , welches in der Theorie der 
cubischen Reste herrscht und von allen analogen Gesetzen das 
einfachste ist, mit Leichtigkeit beweisen. Wir unterscheiden aber 
dabei vier Fälle. 

1) Sind ^, 9' zwei reelle Primzahlen von der Form 

6 n -|- 5y so folgt aus der Gleichung (7) sowohl \~\ <» 1 als 
auch r4- ■» 1, also ist stets 

(.5, ' [4].[i]. 

2) Während q eine Primzahl der Form 6n -f 5 ist, 

sei p eine solche von der Form 6n -f- ^ "°^ ^* ^' '^^^^ 
primären Factoren. Erhebt man den Ausdruck 7| zur /'" 

18» 
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^. 



fMemi, M cTgidbC üA, mitm afc imik q \hiWkntm GBcdcr 

nd r^lgfich nacb (14,: ^ ^ *' 

Melliplidrt bjo himB nU 7^ aad bcrvcksadMigt «c Glei- 
clmiigeii (11) und (12:, m konat: 

nod durch Erbebong zu der {g — If^ PaCeoz, wobd jut-i -:= i 
geseilt werden darf, 

(;,») ' = [^] (»od. «). 

Obwohl diese Congraeiiz keine gewöbDÜcbe ist, darf sie doch wie 
eine soldie aofgefasst werden, denn, ab deichiuig geschriei>en, 
liat sie die Form 

tzl 

worin W eine ganze Function von r mit ganzzafaligen complexen 
Co^Rieienten bezeichnet, ist also fon der Art der GIdchung (10) 
in der 11« Vorlesung, und* da sie dienso wie diese bestehen 
bleibt, indem man q durch ^' ersetzt, wie sich leicht ergiebt, 
indem man mit dem Ausdrucke 7, ^^en^ verfährt, als es mit 
T] geschehen ist, so gestattet sie analoge Consequenzen und führt 
zu dem Schlüsse, dass die Differenz 

durch q (heilbar, also endlich 



ist. Da nun 
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ist, scbliesst man nach Formel (7) die Gleichung: 

m [f ] - [-]. 

3) Nun seien p und p^ zwei verschiedene Prim- 
zahlen der Form 6n -f- 1, jene habe die primären 
Factoren a» a\ diese die primären Factoren Oj, a/. Er* 
hebl man den Ausdrucli T^ zur p/^" Potenz und vernachlässigt 
alle durch /i, thellbaren Glieder der Entwicklung, so findet man 

J/. = ^ f-^l . rP^' EEE r/P') (mod. PO . 
also nach (14): 

woraus sich, Indem man mit Jj multiplicirt und die Gleichung (11) 
berücksichtigt, folgende Congruenz: 



( V-' - [ij) p - 



oder auch nach (12): 

erglebt. Diese Congruenz findet zwar nicht im gewöhnlichen Sinne 
statt, jedoch findet hier die Bemerkung aus dem vorigen Falle 
wieder Anwendung und man erhält im gewohnlichen Sinne 

(p»)*=[-5-] (mod.p.), 

also, da «i ein Factor von P| ist, auch (mod. fli|), und daher die 
Gleichung 

[v:]-[f]' 

Da nun auf demselben Wege 

m - M' 

gefunden wird, so folgt zunächst durch Multlplication beider 
Gleichungen 



— 1« - 

« lliMflB 




^ Bkrail viral ale Kle 



iUHoi Imm» wmm 4tr twige Beircis 

gBedrltt PiruujUai ABwcadaog Ütttt 

Falt iit» da «an ^ tUntem itr Priaohlai p mmi p^ ab t cr- 

§dkk4em ^bci yfznmtirtyc« hat Es seiea daher cadlich 

m-^bf mni a -^^ b^ iwei caajagirte prlnäre Prin- 

aablea nil der Korai p, m fi adc C skft aas dea idenlischMi 

Cldeboogoi 

Ä 4 6^ = 2« — Ä — {ä + *^" «= ^ — {« -|- *^"j 
Ä 4 b(r ^ 2a — b — {m -{- b^, ^ A — {m + bf) 

uod der Gletcbang (5): 

Ihi aber naeb der Coograeoz (16) der 11. Vorien^ J cubischer 
Rest Ton p iM, so ist es auch ein salcber tob jedem der beideii 
FBcUnren von p, die l>etden Symbole babeo daher den gemein- 
samen Werth Eins, and man findet: 

In allen Fällen bleibt also die Bedehong zwischen den recl- 
proben Symbolen dieselbe, nnd es ergiebt sich das sehr einfache 
Redprodtfttsgesetz: Sind m, ni zwei prirolre Primzahlen 
ron der Form a-^-hf^, so ist der cubische Cbaracter 
von M in Bezug auf m dem cubischen Cbaracter von 
ml in Bezug auf m gleich. 

Dieses Gesetz wurde zuerst von Jacobiin seiner Note Gber 
Kreistheilung ausgesprochen und ist auch in seinen Vorlesungen 
bewiesen worden. Der erste, fibrigens ganz äboliche Beweis, 
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welcher davoo publicirt worden, ist der Eisenfttein'sche in 
Grelles J. Bd. 27% welchen in den HaupUugen wir hier wie- 
dergegeben haben. Vgl. öbrigens wieder Lebesgue's rechercbes 
sur ies nombres, in Llouv. J. Bd. 4. 



Fflnfzehnte Vorlesung. 

Die Bildtmg der Periodengleichongen. ZerfiUiing von X in 

Factoren. Die Erginsimgee&tKe. 

1. In der 6. und 8. Vorlesung haben wir zwei Heihoden 
kennen gelernt, um die Kreistbeilungsgleicbung aufzulösen: Die 
eine führte sie auf Hilfsgletchungen zurück, deren Wurzeln die 
zusammengehörigen Perioden von derselben Giiederzahl waren, 
die andere lehrte diese Hilfsgleichungen sowohl als die Kreis- 
Iheilungsgleichnng selbst direct auf reine Gleichungen zu redu- 
ciren. Obwohl nun vermittelst dieser letztern Methode die Perioden 
gefunden werden können, ohne die Gleichungen, deren Wurzeln 
sie sind, erst wirklich zu bilden, so ist die Bildung derselben 
doch 8^r lehrreich und soll hier in einigen der einfachsten Fille 
wirklich durchgeführt werden, weil auch hier wieder der wunder- 
bare Zusammenhang zwischen der Kreistheilung und höheren 
Arithmetik zu Tage tritt. — 

Sbid wieder %» i^i • • • • Ve-i ^'^ ^ Perioden von f Gliedern, 
so besteht die Aufgabe, welche wir uns stellen, in der Bestim- 
mung der CoefBcienten der Gleichung F(a:) »» 0, deren Wurzeln 
sie sind, mit andern Worten: in der Bestimmung der Werthe 
für die einfachsten symmetrischen Functionen: 

^0 + ^1 + • • • • + ^1^-1 

^0 ^I + ^0 ^2 + ^i ^2 + • • • • + Ve-t Vc-^l 



Vo Vi • ' ' * Ve—l 



*) EiBenstein, Beweis des Bedprooiiätsgesetzes fBr die cubiichen 
Beste in der Theorie der aoi 8^^« Wunseln der Einheit zunammenge- 
setKten complexen Zahlen. 
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denn diese sind liekannClich , mit passeodepi Vorzeiciien genom- 
men, jenen GoMfieietilen gleich. Die erste derseliien ist als 
Summe aller Wm^eln der Kreistheilongsgleidrang bekannt, nämUch: 

(1) * + ^1 + + Vc^i = — 1 . 

Um die übrigen zu bestimmen, kann man sich der Sätze 
in Nr. 6 und 7 der 6. Vorlesung bedienen, Tortheilhafter aber 
sind folgende, von Kummer in Cr. J. Bd. 35 pag. 328 mit> 
gethellte Betrachtungen. 

Das Product der beiden Perioden: 

»0 1=0 

kann folgendermassen geschrieben werden: 

da für ein stehendes s die Zahlen i -f- s und i gleicbzeiüg den 
Zahlen 0,1,2, ..../•— 1 (med. f) congruent werden. Indem 
man nun zuerst die Summation nach s ausfuhrt, muss man zwei 
Fälle unterscheiden: entweder wird für ein bestimmtes /: 

(2) l+^'+* = (raod.p), 

dann reducirt sich der entsprechende Theil der Doppelsumme 
auf /*; oder aber man findet 

(3) l+sT^ = ^^* (mod. p), 

während h eine der Zahlen 0, 1, 2, . , . . e — 1 und 2 eine der 
Zahlen 0, 1, 2, ..../•— 1 bezeichnet; in diesem Falle wird der 
entsprechende Theil der Doppelsumme gleich 

Nun ist die Congruenz (2) gleichbedeutend mit der Gleichung 
^^ + ^= — 2^' ' denn e/ + A: kann nur einen der Werlhe 

0, 1, 2, .... p — 2 haben , unter welchen der eben bezeichnete 
allein jener Congruenz genügt. Ist aber f gerade, so folgt aus 
dieser Gleichung, dassAr durch e Iheilbar Ist, welcher Bedingung 

unter den Werthen 0, 1, 2, <? — 1, die k erhallen kann, 

nur Ar = entspricht, und dann giebt es nur den einen 
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Werth / •» -r > für den die Gleichung besteht. Ist dagegen f un- 
gerade » so muss h durch -^ tbeiibar, kaon aber nicht Null 
8ein> da sonst /'.-^O (mod. e), also f gerade sein wurde, 

also erglebt sich A: -= ^ ""^ ' '^ 2"" ' ^^''steht man hier- 
nach unter n^^) die Einheit, wenn entweder f gerade und k => 0, 
oder f ungerade und Ar ««^ ~- ist, in allen andern Fällen aber die 

Null, so tritt allgemein der erste der obigen Fälle n<^')mal ein. 
Mit m^ möge ausserdem bezeichnet werden, für wieviel ver- 
schiedene Werthe des t der zweite Fall eintritt, sodass m^ «= 
ist, wenn einem Wertlisysteme A, k kein, der Congruenz (3) ge- 
nügendes Werthsystem U z entspricht. Dann ist oflenbar 

(4) %«?Ä'=»^^'^-/*4-»»5 • ^0 + »»t-^i + + »»^*i- Vi' 

also, indem in dieser Gleichung r^ slatt r gesetzt wird, wo- 
durch die Perioden ij^, ly^ . . . . iy<._i um m Stellen cyclisch ver- 
tauscht werden, auch 

Mit Leichtigkeit ergeben sich einige allgemeine 
Eigenschaften der Coefficienten mj[ . Da zunächst jede 

Periode f Glieder enthält, so hat das Producl i;,, . rik deren p, 
aus der Darstellung desselben in der Form (4) folgt daher un- 
mittelbar die Gleichung 

(6) «<*> + mj + m{ + . . . . + mji^=r. 

und mit Röcksicht auf sie ßndet man dann 

(7) _n<*).p-/", 
also auch 

oder, wenn A: statt k -{- m gesetzt wird : 

(8) VmVk + i?»+i t?A4-i + + VfM'-i *M-i == n^'""^) 'P — f. 

Ferner wollen wir die Gleichung (4) mit r^i mullipliciren 

und in der so gebildeten Gleichung r successive durch r^, 

r^ , . . • . r^ ersetzen, wodurch sich folgendes System von 
Gleichungen ergiebt: 
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n#-i <?A-i vk-i — »^*>.A i?A-i+««J.^#-i ir.A-i+«t • %«?A-i+ •••• 

Addirt man diese Gleicbungeo, so wird der CoftlBcieni voo 
n<^) sowie der CoefBcient jeder der Zahleo m* nach (8) den Werth 

— f halben, ausgenommeo für ein gerades / den Co€fScienten 
Ton m^, welcher 

also nach (5) gleich p — f wird , da , wenn f gerade , ni^ »» 1 
ist; für ein ungerades f aber den CodfHeienlen m'^,^, weicher 

ist, also denselben Werth hat» weil jetzt n ^ ^ »^ i ist. Je nach 

diesen beiden Fallen für f ergiebt sich also bei Berücksichtigung 
der Gleichung (6): 

wenn f gerade ist, ly^ i^^ tik + i;, *ij^i i?*+i -{-•••• 

wenn f ungerade ist, ti^tik Vk + i?i i?^f i i?a+i -|- . . . . 
+ ^*-i«?*-i7*^i «= — /^ + P • «*+- • 

Da nun der Ausdruck zur Linken dieser Gleichungen durch 
eine Vertauschung von h und Ar sich nicht ändert, so erhilt man 
eine weitere Eigenschaft der Zahlen m^, welche durch die 

Gleichungen 

(iiij[ s= m^ für ein gerades / 
m* e SB m{ e für ein ungerades f 

ausgedrückt wird. 

Endlich setze man in Gleichung (5) statt der Zahlen m und 
k resp. m -|- A: und « — Ar, so ergiebt sich 

die Vergieichung dieses Werthes Ton tim^m^ mit dem durch (5) 



(9) 
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gegebenen liefert aber mit Leicbligkeit noch folgende Betiebung 
iwiscben den Zahlen m^: 



m* = wf""* 



(11) ".* 

2. Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun 
snn&chst diejenige quadratische Gleichung aufstellen, 

n — 1 

welche die ^^ — jliedrigen Perioden zu Wurzela hat; 
sind diese if^ ij^, so sind also in der Gleichung 

^^ — (% + ni)^'^ %«it — 

die CoefOcienten zu bestimmen. Nun ist nach Gletchong (1) 

nach Gleichung (4) aber, wenn ^— -• was hier an Stelle Yon f 
tritt, gerade kt. 

Die ganzen Zahlen m\.m\ ergeben sich nach Formel (11) 
einander gleich, was man auch leicht durch folgende Betrachtung 
erkennt. Nennt man n den Werth von ^o * ^i 9 welcher nacli 
Nr. 6, 3) der 6. Vorlesung eine ganze Zahl ist, so lässt sich die 
vorige Gleichung auch so schreiben: 

(m'o + w) I/o + (»»'j + ä) ^1 «» , 

in welcher Gleichung man alle Potenzen von r unter den [/^ 
Grad erniedrigen, sodann durch r dividiren und so eine Gleichung 
erhalten kann, welche wegen der IrreductIbiliUl der Kreisthei- 

iungsgleichung m\ *=^m\ »» — n ergiebt Dieses Resultat, ver- 

— 1 
bunden mit der aus (6) folgenden Bedingung m\ -^ m\ «» ^— — 

liefert 

p — i 



Ist dagegen ~— ungerade, so findet sfch aus Gleichung (4) 



und auf demselben Wege die Gleichheit der Goi^fBoienten m\,m\^ 
welche wegen der aus (6) folgenden Bedingung 
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die Gleichungen hTq ^= m\ »s ^^~— und 

lierert Beide Fälle lassen sich in einer Formel zusammenfassen, 
indem man schreibt 

« « _ i-(- i) * .P 



Die gesuchte Gleichung hat demnach die Form: 

Prl 
(12) x' + x + ^-f-^)' P = 0, 

und ihre Wurzeln sind 



(iö) % == 2 , i?| 2 , 

wie uns bereits durch die Formeln (26) der 9. Vorlesung be- 
kannt ist, von wo wir sogar noch weiter wissen, dass die Quadrat- 
wurzeln In diesen Formeln positiv zu nehmen sind, sobald unter r die 

Wurzel cos |-isin — verstanden wird. Setzt man y=2a;-f-l, 

so nimmt die Gleichung (12) die einfachere Gestalt an: 

Pul 

(14) y^ = (-i) '.p- 

Da für ein gerades , d. h. für eine Primzahl von der 

Form 4 it -|- 1 sich n(^> ^^ ergiebt, so findet die Congruenz (2) 
d. h., da e «s 2, Ar as 1 zu setzen ist, die folgende: 

(15) ^'+* = — l(mod.p) 

für keinen Werth des i statt, und folglich muss — 1 einer geraden 
Potenz von g congruent, also quadratischer Rest von p sein. 

Ist dagegen p von der Form 4« -|- ^ ^^^ ^ — ungerade, so 

findet die Congruenz (2) für ^ = 2, A: = 1 d. i. die Congruenz (15) 

Statt, wenn man ^a=^__ setzt, also ist — 1 quadratischer 

Nichtrest von p. Man gelangt auf diesem Wege wieder 
zu der Formel 
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(^) - (- . " 

zurück, welche in Nr. 2 der 9. Vorlesung aus der 
Theorie der quadratischen Reste direct gefunden ist. 

3. Nach Nr. 8 der 6. Vorlesung sind die ^— Einhcits- 

wurzeln, aus welchen die Periode % besteht» die Wurzeln einer 

n — 1 

Gleichung vom Grade ^-^ — , deren Co§rficienten ganze, lineare 

und ganzzahiige Functionen der beiden Perioden ijg, r,^ sind, 

also die Form ao^o'f'^i^i ^^^^ ^^^^ ^^^ Formeln (13) auch 
folgende Form: 

7/ ^^ 

m + fiV (—1) * p 
2 

haben, während darin die Coefficienten ganze Zahlen bedeuten. 
Bezeichnen wir jene Gleichung kurz durch 



8 



so ist hiernach klar, dass wir setzen dürfen: 



r(.r) + Z ( 



7/ ^ 

x)J (-1) * 1 



2 

wenn unter T[x\ Z(x) gewisse ganze Functionen von x mit 
ganzzahligen Coefficienten verstanden werden. Die Gleichung 
2' OS aber, welcher die, die andere Periode i^j zusammen- 
setzenden, Einheitswurzeln genügen, erhält man offenbar aus der 
Gleichung 2: «= 0, indem man in den Gogfßcienten dieser letzte- 
ren r durch r^ ersetzt d. i. i^^ mit i}| vertauscht, oder auch, 
was nach den Formeln (13) auf Dasselbe hinausläuft, indem man 
das Vorzeichen der Quadratwurzel in das entgegengesetzte ver- 
wandelt. So findet man 



r{x) - z( x) .V (^1) ^ . p 

r — ■ • 



Da nun die Function A!*«» r in das Product 

X — 1 

der beiden Factoren z^ z zerfällt, so ergiebt sich 
mittels Substitution folgende merkwürdige Formel: 



— 206 — 



(16) 4 . ^^ - F(x)* - (- 1) • p . Z (x)^ . 

lo welcher Weiie die Ftmctioneo F(x), Z{x) zuMameii- 
geietsl siiMi» dardber wollen wir liier nur einige einfache Be- 
nierliiingen heiffigen. Ohne Weiteres Uast sich soviel Aiierseiien, 
dass, weil 



JB^mm 1}^ as 

ist, die liöcbsteo Glieder der Foncttonen T{x)f Z(x) resp. 

tii fc! t? 
2jEr'-f-^'» — ^' *^ müssen. — Bezeiclmet man ferner 
mit A[x) den Ausdruck 

\iY[x)^}^.Z(x)-). 

mit B{x) den Ausdruck 

wo c zur Abkörzung für ( — 1) ' gesetzt bt, so ist 

a p 

wenn mit €t,ß z. B. alle diejenigen quadratischen Reste und 
Nichtreste von p bezeichnet werden, welche kleiner ah p sind. 

Cr! 
Die letzten CoöfBdenten dieser beiden Functionen sind ( — 1) ' .r^ 



und (—1) * . r^ oder einfacher gleich (—1) ' , da 2a und £ß 
durch p theilbar sind, wie man sofort einsieht, wenn man be* 

merkt, dass 

und die Summe 1 + ^* + ^* + + ^ — ^—^^y- =0 

(mod.p) ist 

Will man nun aus der Gleichung ^(«) <-» 0, welche die 
Wurzeln r* hat. zu der Gleichung öbergehen, welche die reciproken 

Wertbe r-^ zu Wurzeln hat, so hat man bekanntlich x in - zu 

X 
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verwandeln, wodurch sich die Gleichung ^1 1 — | <» ergiebt» 

welche man jedoch, wenn nur ganze Polenaen von x darin auf- 
treten und das höchste Glied den Coefficientcn Eins haben soll, 

mit ( — 1) ' * x^ zu multipliciren hat Daraus erglebt sich offen'* 
bar die Gleichung 

dt 

und auf demselben Wege 



(i) -n - 



Unterscheiden wir nun die beiden Fälle, in denen 
p von der Form 4n -f- ^ und von der Form An -f S ist. 
Im ersten stimmen die Reste der Zahlen — a (mod. p) mit den 
Zahlen er, die Reste der Zahlen — jS mit den Zahlen § fiberdn, 
da — 1 quadratischer Rest von p ist. Daher ergiebt sich 

X ' . ^(i) «= A(x), x\.S (i) -- S{x) 
d. h. 

also 

(17) x"^. F(l)-=r(x). «Vz(l)-Z(a:). 

Im zweiten Falle stimmen, da dann — 1 quadratischer 
Michtrest von p ist, die Reste der Zahlen — u (mod. p) mit den 
Zahlen ß, die Reste von -— /} (mod. //; mit den Zahlen « öberein, 
wodurch man findet: 



p^^ J^^ 



— a; . j4 



d. h. 



(^)-P(a:),~.xM?(^)«.^(a:) 
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also 

(18) 




1»-» 

rix). X * . 



(i) 



Z{x). 



Die Gleichungen (17) und (18) bedingen zwischen den Coßtlfi- 
cienten der Functionen y{x), 2(x) gewisse Beziehungen, auf 
welche wir bei einer späteren Gelegenheit werden Rucksicht zu 
nehmen haben, f) 

Andere Bemerkungen über die Zusammensetzung der Func- 
tionen F(x), Z{x), auf die hier einzugehen nicht weiter erforder- 
lich ist, sind von Legendre^) späler auch von Liouviiie**) 
und V. St audt **'*') angegeben worden, auf deren Arbeiten wir hier 
den Leser verweisen. 

Noch eine andere wichtige Folgerung aber können wir an 
die Gleichung z = knüpfen, welche zur Ergänzung der Theorie 
der quadratischen Reste dient, indem sie uns den quadratischen 
Charakter der Zwei liefert. 

« Bemerken wir im Voraus, dass die CoefHcienten der Gleichung 
z = mittels der Newton 'sehen Formeln aus den Potenzsummen 
ihrer Wurzeln gefunden werden können, welche letztere leicht 
angebbar sind. Setzt man wieder 



S =^^ --^r? == + /(- 1)*^' 



a 



fi 



also ^r« = i ( — ^ "f" ^)> so ergiebt sich aus den beiden Glei- 

chungen 
2r*« +2'^.^ = _ 1 . V'r^ . _2'r*/' =» St = (^) S. 

aß a fi ^ ^ 

in welchen k durch/» nicht theilbar vorausgesetzt ist, die; Summe 
der k^'" Potenzen von den Wurzeln jener Gleichung, nämlich 



2'^-i[- 1 + (I) . s] 



f) Vgl. Dirichlei*8 Vorlesaogen über Zahlentheorie, herausg. 
von Dedekind, § 140. 

*) Legen dre, th^orie des Dombres, 2. ^it. Nr. 478. 
**) Liouvilie, sur un point de lath^orie des ^quations bindmes, 
in 8. Journal Bd. 4, 2. serie. 

***) v. Staudt in einer Abhandiang in Cr. J. Bd. 67 pag. 206. 
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Betracfaten wir nun besonders den zweiten Coefficienten der 
Gleichung, für welchen man nach den Newton'schen Formeln 
bekanntlich 

bat, während 

ist, so müssen nach Nr. 8 der 6. Vorl. alle CoöfBcienten in der 
Differenz, wenn sie so reducirt wird, dass sie |[ein von r un- 
abhängiges Glied mehr enthält, gerade Zahlen sein. Man findet aber 

(2-)' - 2- - '-^-^^ -ih+ (1)1 » 

Da hierin die Coefficienten gerade Zahlen sein sollen, muss 

2[l+(|)]-3 + (-l)'.p (med. 8) 

sein, aus weicher Gongruenz man für p»B8n-|-i und pa«8ii-|-7 
die Gleichung [~-| bb -|. i , dagegen f&r p «« 8it -f- d und 

p s» Sil ^ 5 die Gleichung ( -- 1 «» — 1 erschliesst. So ergiebt 

sich folgender Satz: 

Die 2 ist quadratischer Rest von allen Primzahlen 
einer der beiden Formen 8n + 1, dagegen quadra- 
tischer Nichtrest von allen Primzahlen der Formen 
891+3* ein Satz, den man leicht durch folgen'de Glei- 
chung ausdrückt: 

(19) (7)==^-^) 

4. Setzen wir jetzt p als eine Primzahl von der 
Form 61t -|- 1 voraus, so können wir drei Perioden 

BAomgAwr, Lehra d. Krdath. 14 



p'-x 
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von ^-T — Gliedern bilden und nach der cobischen 

Gleichung fragen, welche sie zu Wurzeln hat. Diese 
istehi zur Theorie der cubischen Reste in derselben Beziehmig, 
wie die vorher hetrachleU quadratische Gleichung zur Leive von 
den quadratischen Resten, und bietel daher in ndtrÜKher Be* 

Ziehung Interesse dar. Sind ^«, i;,, i?, die drei ^ — Niedrigen 

Perioden, so haiuielt es sich darum, die Werthe der CoäBdenten 
in der cubischen Gleichung 

(20) .1:* — (i»o + »^i+^2)«* + Mi + ^i%+^t%)'— ftlJi^i— 

zu bestimmen. Da hier f^^ ^^^^ gerade Ist, so Kefern die Glei- 
chungen (1) und (7) sogleich die Werthe der beiden ersten: 

. nb + »ii + «i2 = — 1 

Setzt man sodann in der ersten der Gleichungen (9) 4:= 1, A »» 2, 
60 erglebt sich auch der dritte Coeflicient durch die Gleichung: 

(21) 2.fi,ri,ri^ (^y + P . «' r 

Da jedoch auf diesem Wege eine merkwürdige Be- 
Ziehung, welche die ganzen Zahlen mj^ in diesem Falle 

zur Theorie der cubischen Reste darbieten, nicht 
hervortritt, soll derselbe Co^ffieient noch auf einem 
andern Wege ermittelt werden. 

Dazu bemerke man zunächst, dass das Schema der neun 
Werthe 

(22) 



V 


«,« 


Iffj 


Wo* 


«,' 


III.,* 


m^,' 


«1* 


m,' 



sich mit Rucksiebt auf die in Nr. 1 angegebenen Eigenschaften 
(10) und (11) der Zahlen mj[' auf das folgende reducirt, welches 

nur noch vier verschiedene Werthe enthält: 



(23) 



m 


m,o 


m^^ 


".• 


iiijö 


m.2^ 


fft ^ 


jffj* 


V 
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Multipllclri man nun die aus (Ö) Tör m :>» ilr«: 1 sich ergebende 
Gleichung 

mit % und selat fQr die Producte %fiQ, 4oYt» %^t f^^ durch 
dieselbe Formel gegebenen Werthe ein» so wird man finden: 

+ [«»i* V + ««2X* + ^^«•i*] (^1 + ^^• 

Da aber ifo^ii^ nach Nr. 6, 3) der 6. Vorlesung eine ganze Zahl 
ist, müssen auf der rechten Sdte dieser Gleichung die Coßfß- 
cienten der einzelnen Perioden einander gleich sein« wodurch 
dann 

oder wegen der Gleichung 

(24) i?o^i^2-{»4')'-« 

hervorgeht 

Hiemach bestehen zwischen den vier Zahlen m^^, m^\ m^, m^^ 
drei Gleichungen, nämlich nach (6) die beiden Gleichungen: 

aus welchen 

(26) V «= «2* — 1 

sich ergiebt, und nach der eben gemachten Bemerkung noch die 
folgende: 

(27) «4MV-- l)+(<)'+(V)'-«i'V+ V«4*+»4* V. 
Ei ereignet sich nun merkwördiger Weise, dass die drei 

Gleichungen (25) und (27), verbunden mit der Bedingung, dass 
die Zahlen mj^ ganze Zahlen sind, vollsISndig zur Bestimmung 

der vier Co^iBcienten ausreichen, wie man sofort sieht, indem 
man der vorigen mit 36 multiplicirten Gleichung nachstehende 
Form ertheilt: 

12 V + 12«,*+ 12mj«4. 4 — 36(mj^)' + 9(iiit« + m,«)' 

+ i — 36 iiij* (m,® + mj«) — 24 m,^ + 12 (mj^-f «2®)+27(mi«— m^«)», 

»—1 
aus welcher, mit Benutzung der Gleichung m|**f m^^-l-mj^-»^— 

sich die Relation; 
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(28) 4p — (6«j^ _ 3 m,« — 3m,« — 2)» + 27 («,• — m,«)« 

ergiebt. 

Man gelangt auT dTese Weise einerseits zu dem 
bereit« in Nr. 1 der 11. Vorlesung gefundenen Satse, 
dasB das Vierfache einer Primzalil von der Form 
6n-f* 1 stets als Summe eines einfaclien Quadrates 
und eines dreifaciien Quadrates dargestellt werden 
liann, deren Basis resp. der.Eins und der Null (mod. 3) 
congruent sind, wieder lurüclc. Andererseits liefert 
gerade der Umstand, dass eine solche Zerlegung, wie 
aus dem Hauptsatze der Nr. 2 voriger Vorlesung her- 
vorgeht, nur auf eine Weise möglich ist, eine genaue 
Bestimmung der Co(^fficienten m^\ m^, m^, m^^^ indem 
sich die eine Gleichung (28) dadurch in zwei andere 
zerlegt In der That, bezeichnen A, B dieselben Zahlen, wie in 
der angefBlulen Stelle der 11. Vorlesung, so muss 

(29) 6m,* — 3mi<> - 3m,« — 2 — ^, 3(m/ — - m,«) = ^ 

sein. Man könnte zweifelhaft sein, ob B in der zweiten dieser 
Gleichungen nicht negativ zu nehmen sei; der Natur der Sache 
nach ist weder das Zeichen von B noch auch das von m^^ — m,^ 
völlig bestimmt, sondern von der Wahl der primitiven Wurzel g 
abhängig, bei deren Veränderung die Perioden i^p i},, also auch 
die Zahlen m^^, m^ sich mit einander vertauschen können. Dass 
al>er die lieiderseitigen Vorzeichen auf die in (29) angenommene 
Welse einander entsprechen, soll sogleich durch eine andere Be- 
trachtung erhärtet werden. 

Nun können die Werthe der vier Coöfflßcienten tn^,m^^,m^,m^ 
bestimmt werden. Setzt man ^ »» 3 a — 2. ^ «s 3/3, so findet 
man zunäclist aus den beiden Gleichungen 

a -B 2m2* — m,<> ^ Wj», /•— : m,^ + m,® + m^« 



unmittelbar: 



also nach (26): 



«1 -^« + ^ 
^2 — ^-r- 



^0 „ ?L±/ 



sodann aus den beiden Gleichungen 

mi<> + m2^ = 2m,« — a, Wj« — m/ =» /J 
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die beiden aadern Werthe: 

m, ■» g , «.^ =« g . 

Hierauf ergiebt sich, da /* «» ?-— - ist, vermiltelst der Glei- 

chung (21) folgender Werth des noch zu bestimmenden dritten 
CoöfBcienten der cubiscben Gleichung: 

(30) %i?i Vi -= y^P« + ^^) • 

'Demnach nimmt- endlich die gesuchte cubische 
Gleichung die Gestalt^) an: 

(31) x^ +x^ -^-^ - |(P« + -?^) - 0, 

oder, vermittelst der Substitution 3a: -f- 1 »»y» die ein- 
fachere Form: 

(32) y- — 3py — pA^0, 

5. Da die merkwürdige Beziehung, welche die 
Coöfficienten m^ zu der Darstellung von 4p in der 

Form jfi -|- SB^ gezeigt haben, bei der eben gefunrten 
Untersuchung ganz überraschend auftrat, wollen wir, 
ehe wir zu andern Betrachtungen weitergehen, ihren 
Grund aufsuchen. Derselbe liegt aber in dem Uro* 
Stande, dass diese Coefficienten mit der Function 
if {h, Hc, g) zusammenhängen, welche wir in Nr. 2 der 
10. Vorlesung eingeführt haben. In der That, die Con- 
gruenz 

^(Ä.Ar,p)= "V^Mf^ + l)" (mod.p) 

kann man auch so schreiben: 

tf; (Ä, k, g) =2^"" ^ + ^^'^ ^^^' ^)' 
wo m alle Werthe von bis p — 2 mit Ausnahme des Werthes 
'^ anzunehmen hat, oder, wenn man m »» el -4* ^ stizi, und» 

damit m seine Werthe durchläuft, i alle Zahlen 0, 1, 2,..../* — 1, 
u aber alle Zahlen 0, 1, 2, .... e — 1 durchlaufen lässt, die- 



*) Vgl Gauss* disquis. arithm. art. 358. Aach Lebevgae, 
recherches sur les nombres in Liony. J. Bd. 3. 
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jciiige (Kombination i, u ausgenommen, für welche««! «» ti-f" ^' 
«• ^^^ wOrde, auch folgendermassen : 



8 



V {h, k, g) =^^-^0* . {gr^ + 1)\ (mod. p). 



Beiracblen wir zuerst den Theil dieser Summe, welcher 
einem bestimmten Werthe des u entspricht, also die Summe: 

t 

so enthalt diese kein Glied. fOr welches Y"^' + ^ ^ (mod. p) 
wäre; bezeichnet daher wieder m* die Anzahl der Werthe von I, 

fOr welche die Gongruenz 

^«+*/ ^i^^cz (mod. p) 

stattfindet, während 9 aus der Reihe 0, 1» 2, ... . e-^l ist, so 
wird jene Summe (mod. p) der folgenden: 

in den Fallen also, wo h und n als Vielfache von f vorausgesetzt 
werden, auch der nächsten: 

congruent, und folglich 

(33) ^ (Ä, k, g) ^^m- . g-^^ (mod. p) , 



UM 



worin die Summation in Bezug auf u und v über alle Werthe 
aus der Reihe 0, 1,2,. ...e — 1 zu erstrecken ist Da bei 
diesen Transformationen die Anzahl der Glieder in den Summen 
sich nicht geändert hat, so ergiebt sich die Gleichung 

(34) "^ml^p-^. 

Bisher hatten wir keine Annahme über die Form der Prim- 
zahl p noch über die Art der Zerlegung von p — 1 in die Fac- 
toren^, /* zu machen; nunmehr wollen wir voraussetzen, p sei 

von der Form 6n+ 1, e = 3, /'= ^T . Setzt man dann 

A as n «» /*, so geht ifi (A, *, g) in die Function ^ y-^* ^j-*» 9) 
über, für welche nach dim Bezeichnungen in Nr. 3 der 11. Vor- 
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lesung die Congruenz besteht: 

*(-3^' 8-'^j = ^o + -<i^ +Ag («nod-p). 

Die Formel (33) liefert also 

(mod, p), 
wenn 

2< • ^"•^'^^^ - i^o + ^1 fl^ ' + ^. ir * 

«.» 

d. h. 

tr,v tt,v u,p 

gesetzt, und diese drei Suromen über alle Combinatiooen u, i> be- 
zogen werden , für welche resp. u-^-v^O,!, 2 (mod. 3) ist. 
Nach Gleichung (34) besteht sodann die Gleichung 

(36) 1?, + i?j + i?2 = p ~ 2. 

Setzt man dagegen A »s n «: 2/*, so geht die Function ^ % k, g) 
in die Function ^ \^'^~f^* 2.^^,^ j über, für welche 

war« Die Formel (33) liefert also bei derselben Substitution: 

(37) 2< • 9^"^^"^^- B,+ B,.g ' + ^2 . ^ ' 

2?zi £r! 

^ ^ + ^t • ^ + ^2 • fl' 
Endlich giebt die Gleichung (36) in Verbindung mit der Gleichung 

(38) A^ + ^x + Ä.,^p-2 

(s, Nr. 3 der 11. Vorlesung) die Congruenz 

^0 + ^1 + ^2 - ^0 + -^1 + ^2 (n^<>^'- P)» 

welche zusammen mit (35) und (37) die Identität der Zahlen B^j 
B^y B^ mit den Zahlen A^, A^, A^ resp. erweist. Denn man findet 
leicht daraus 

A^ HE B^y Ay -£E B^, A^ =:- B2 (mod. p); 
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da aber sowohl die posttiven ganzes ZaUeB A^A^^J^ixr GM- 
dnmg 08) w^cn» ab auch die poaitifca gaueo Zahle« B^ B^. 
B^ wegea ^ UciMr ab p tdm n iiiea , so crgiehc sich 

^ ^ ^||9 ^1 ^ ^j, ^ ^ ^2- 

BeieidNieo aach alle Diesean «. », ^, B dIcselbeB Zahleo wie 
in der 11. yorlesongp ntalich 

a — J^ — J^ b c:^ J^ — J^, A'^2m — b, B^b, 

so tadet BHUi, nü Räcfcsicht auf die BedeoUng der Zahlen B^ 
B^rB^z 

Ä *■■■ MU ^" M* T" W« "■■" '^^ """" ^1 ^"" ^'^ • 

oder nach den Eigenschaften der Zahleo m^: 

« — «^* + 2*4* — 3«4*, b — 3(mj* — «,•) 
abo 

J » 6*4« — 3(si,« 4- m,*) — 2, Ä = 3(si,« — «,•). 

wie vorher ans der Kreisihdlang gefunden worden isC 

6. Die Wnrzeln der Gleichung (31) sind nach den 
Formeln (12) der 14^ Vorlesung leicht anzugehen. Da 
^ den Werthen 1, ^, ^ gleich ist» jenacfadem m = 0, 1, 2 (mod. 3) 
ist, so findet man offenhar aus der Gleichung 

die folgende: 
nnd ebenso: 



^1 — * + 9% + ^*1i 



^t = n% + 9^^i + 9V7» 
ans welchen Gleichungen in Vorbindung mit der 
Gleichung — l»»i|f + ^i+% '^r die drei Perioden 
folgende Werthe gefunden werden: 

*-i(-i + rj + Tj-i(-i + ;7if + ^) 

wo ai« a^ die primiren Factoren von p und die beiden Cobik- 
wurzeln, wegen der Gleichung (11) der vorigen Vorlesung, so zu 
wählen sind, dass ihr Product gleich p wird. Setzt man 
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to — 1 + 3i/o» «1 — 1 + 3i?i, «2 — 1 + Sife, 
so werden «o* ^i* 't die Wurzeln der Gleichung (32) sein. 
Obgleich die Wertbe der Perioden %, iji , i?, unter imagi- 
ttlrer Form erscheinen, müssen sie doch, ebenso wie die Grössen 
«0* 'i> h* ^^^^ ^i"* 1^ ^^^ 6- Vorlesung reell sein. Dieser Um- 
stand leuchtet auch folgendermassen leicht ein. Setaen wir 

p^Baßn'^ltWiisif^^ ^-^ SS 2», also gerade. Wenn man nun 

setzt, sodass man die drei Perioden i}^, i}|, ti^ erhält, wenn « 
successive gleich 0, 1, 2 gewählt wird, so kann man auch schreiben : 




was in den Ausdruck 




übergeht, wenn man bemerkt, dass ^ ^ ^ ' ^ — 1 (mod. p) 

ist. Dieser Ausdruck ist aber offenbar reell; denn, da ra» cos — 

p 

-{- t sin — ist, so wird das allgemeine Glied der Summe gleich 
^cos J htsin ^ ^ j + (^cos — ^ isin — i — ) 



—i 2 . COS ^ — - 



also 



1^« = 2 >'cos 



P 



H ' 



Die vollständige Bestimmung der drei Perioden i7o«^i»9s ^^i"* 
mittelst der obigen Formeln, sowie die der Werthe i^, «i,«, ^ 
erst dann möglich, wenn die Frage gelöst ist, welchen der drei 

Werthe der Cubikwurzein j/pm und "/pm' man für 7^ und T, 
resp. zu wählen hat, eine Frage, welche ihrer Lösung noch harrt, 
wie in der vorigen Vorlesung bemerkt worden ist Könnte man 
umgekehrt angeben, welche der drei Wurzeln der Gleichung (32) 
mit «o>^i*^3 ^^^P* ^u bezeichnen sind, so wurde sich daraus 
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diese Frage eotscbeiden lassen. Kummer hat in einer Ab- 
handlung In Cr. J. Bd. 32 (de residuis cublGis disquisillones 
nonnullae analyiicae) auf diesem Wege die Lösung der Frage ge- 
sucht, ohne jedoch ganz zu dem gewünschten Ziele zu gelangen. 
Einige Bemerkungen über diese Arbeit werden hier am Orte 
sein. Man findet leicht, dass die Wurzeln der Gleichung (32) in 
den drei Intervallen: 

von— 2 /jp bis — /p, von — y^ bis 4-/^, von-f-^pUs-f 2/p 

enthalten sind; denn, setzt man die Werthe — ^^p, — /p, +KP' 
-f- 2^ successive ffir y in den Ausdruclc 

y^ — ^py—pA 

ein, so erhält man resp. die Werthe: 

- p (2 y^p +^, -p (-2 / p +-<) -P [^Vp+Au - P (-2 }/7+A) . 
welche zu zwei aufeinanderfolgenden multiplicirt das Produci 

p' [Ä^ - 4p) 

d. h. mit Rucksicht auf die Gleichung 4ps»^^ — 3J?'^ den 
negativen Werth — Sp'^B- liefern; es haben also je zwei auf* 
einanderfolgende jener Werthe entgegengeselztes Zeichen, woraus 
nach einem bekannten Satze der Algebra die Behauptung sich 
als richtig erweist. Alles kommt daher darauf an, zu entscheiden, 
in welchem der drei Intervalle die Wurzeln Sf^, e^, fj i*^$P« ^u 
wählen sind. Diese Frage lehrt Kummer mittels analytischer Be- 
trachtungen durch die Grössenfolge der drei Zahlen m^,fn^, m^ 

entscheiden, welche resp. die Summe derjenigen unter ^ liegen- 

IS 

den Zahlen bedeuten*), deren Indices den Resten 0, 1, 2 (mod. 3) 
congruent sind. Aber eine solche Beantwortung der Frage ist 
im Grunde nicht die gewünschte; denn, während man aus der 
Natur von p selbst eine Antwort darauf zu verlangen hat, sind 
die Zahlen m^ m^, m^ so coniplicirte Functionen von p, dass man 
a priori titier ihre Grössenfolge nichts aussagen kann, und für 
ein gegebenes p sind sie, sobald p etwas gross ist, nur mühsam 
zu l>erechnen. 

Bei der Kumme r'schen Untersuchung spielt besonders der 
Ausdruck 



*) oder vielmehr gewisse sehr einfache Functionen dieser Summen. 
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(«0 — «l) {'l — «2) («2 — 

eine Rolle, dessen genauer Bestimmung auchCaucby in Liouv: 
J., Bd. V eine besondere Abhandlung gewidmet haU Bemerlit 
man, dass zwar f^^ und t^ von der wiilkörlichen Wabl der primi- 
tiven Wurzel g unabbiingig sind, aber 17, und i;, untereinander, 
desgleichen also e^ und f, unter einander vertauscht werden, 
wenn man die bestimmte primitive Wurzel durch eine passende 
andere ersetzt, so ist das Vorzeichen jenes Ausdrucks mit der 
Wahl der primitiven Wurzel in derselben Weise wechselnd, wie 
die Zahl B, sein genauer Werth wird also von dieser Zahl ab- 
hängig sein. Dies ist leicht zu bestätigen. Zunächst bemerke 
man die Gleichungen: 

«0 + «1 + »2 "■ 0, £,^2 + hh + *o*i *== — 3p, fo «1 *2 ~ P-'« 
zu denen man die folgende, als daraus folgend, hinzufugen kann: 

V + ^i' + h' - 6p. 
Bilden wir nun das Quadrat der Periode %y so finden wir 

nach den Kummer 'sehen Formeln, da /*»=:^^- gerade ist, 

also, wenn die Werthe für m^^^ m^^, m^ eingesetzt vrerden: 

V — /"+ ^~ iVo + Vi + Vi) + -"-y- % + -ß ^^^ ~ ^^) • 

Da nun ^0 + ^i + % = — ^ «"^3 {ni — Vi) = «1 — «2 
ist» kann man auch schreiben: 

6 V - (4/ + «) + (3« -e)% + ß (u - ^2) 

oder, wenn mit 3 muitiplicirt und für 1S%^ -{' ^"^ ^0 4* ^ ^^^^ 
Werth 2<o' gesetzt wird. 

Ebenso kommt 

3/» (*2 - *oL== 2£,» — Ai^ — ip, 
3/» (^0 — «1) = 2€2* — Ae^ - 4p, 

und die Multipllcation der drei letzten Gleichungen liefert nach 
einfachen Reductionen die Formel: 

(f, — i^) (^2 - g (^0 - f,) = - 27p/J 

also auch 

(^1 — %) fe — ^0) (^0 — ^i) == — P/5- 
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7. Wir wollen jetzt auch die Gleichung betrachten, 
weiche die der Periode i;^ angehörigen Einheitswurzeln 
zu Wurzeln hat; sie möge durch 

ti üzf 
(39) X ' + M^x * + + Jf^j — 

bl- 
öder liurz durch z «» bezeichnet werden. Da nach Nr. 8 der 
6. Vorlesung ihre CoefOcienten auf die Form ^o^o+^i^i^'^s^s 
gebracht werden können , während a^, a^, a^ ganze Zahlen be- 
deuten, so werden sie nach Substitution der Werthe der Perioden 
folgende Gestalt annehmen: 

wenn mit P, Q, i^^benfalis ganze reelle Zahlen bezeichnet werden. 
DenlLt man sich die Codfflcienten der Gleichung (39) aber in dieser 
Weise dargestellt, so ergiebt sich z sell>st von der Form: 

in weicher 17, F, W ganze Functionen von x mit reellen Go§ffl- 
cienten bedeuten. 

Nun ergeben sich aus der Gleichung z »^ die beiden ähn- 
lichen Gleichungen /«bO, /'»»O, deren Wurzeln die, in jeder 
der beiden andern Perioden enthaltenen Einheitswurzeln sind, 

dadurch, dass man r in r^ und r^ successive verwandelt oder 
die Perioden i7o>^i'^2 zweimal hinter einander cyclisch ver- 
tauscht, was ihren gefundenen Werthen nach nichts Anderes 

sagt» als dass man "/^ und ^pn' successive in ^^f^pv, ^ Yp» 

und dann in ^ Ypi^.^Yp^ übergehen Usst. Da hierbei die 
ganzen Functionen (7, F, W unverändert bleiben, so wird erbalten; 

Das Product der drei Functionen z, z\ z'\ welches der 

^p l 

Function X »s — — - gleich ist, kann durch diese Formeln leicht 

gefunden werden, wenn man die Identität 

beachtet. So gelangt man zu folgender interessanten 
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und der Gleichung (16) entsprechenden Formel: 

(40) 27 . ?^-=^ =. ü» + 7» . pa -f Z» . p» — 3jB . V TZ , 

weno r— F+ Wq, Z— F+ ^^^ gesetzt wird, und 
Vj F, 7F gewisse ganze Functionen von x bezeiclinen. 
Nachdem man aucii för m und «' ihre conjugirten Werthe a-^hQ 
und a + ^^^ gesetzt hat, verschwindet übrigens aus der rechten 
Seite dieser Gleichung das Imaginäre, wie nothwendig und leicht 
zu übersehen ist. 

8. Zur Bildung der Coefficienten M^^ M^ ^;»_i'" ^^^ 

~r 

Gleichung (39) bedient man sich am Besten der Newton'schen 
Formein, weil die Potenzsummen der Wurzeln, auf denen diese 
Formeln beruhen, leicht angebbar sind. In der That, da 

3^1 *=* «/o + 9^1 + Q^V2' 3^2 "= ^^0 + 9^Vt + ^^2 
gefunden worden, so wird offenbar, wenn 7|<^)« r,^*) wieder die 
Bedeutung haben, wie in Nr. 6 der vorigen Vorlesung, und wenn 
Sk» Skf 8k' die Summen der Ar^ Potenzen derjenigen Einheits- 
wurzeln sind, welche resp. die drei Periodea %, i^f, i^j bilden, 

sein, während ausserdem die Gleichung $k + «/+ ^a'' «== — 1 be- 
steht, vorausgesetzt, dass k eine durch p niclit thetibare Zahl 
sei, da dann die Summe der t^" Potenzen aller Einheitswurzeln 
den Werlh — 1 hat. Aus diesen drei Gleichungen findet man leicht: 

**-i(-H-[5j-y. + [4]-^») 

Hier sollen diese Formein benutzt werden, um 
den CoUfficienten ^3 zu berechnen, aus dessen Werth 
mit Leichtigkeit der Ergänzungssatz zum cubischen 
Reciprocitätsgesetze erhalten werden kann. Man hat 
bekanntlich 

(41) 6^3 — 3«i s.^ — 8y^ — 2*3, 
und aus den vorigen Gleichungen ergiebt sich 
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-n(. + [5]-..[JJ)] 

*, »- ^[-1 +p« + p«' - 6p+ ST, (1 - •'+p) + ST, (1-.+P)] 

weno maD bei der Berechnung dieser Ausdrucke auf die Formeln 

T^^^pm, T^T^^p, T^^^pa\ 

und die folgenden, daraus untniUelbar hervorgebenden: 

Rücksicht nimmt Auf diese Weise erhält man für den GoSiB- 
cienten von T^ in dem Ausdrucke (41) folgenden Werth: 

lV(-12 + 3li-8p-9.[|] + 9..[iy-18.[J]). 

Da nun M^ nach Nr. 7 auf die Form 

HP + {Q + Art n + tf + Ä^^) rj 

gebracht werden kann* so muss der eben gefundene Werth der 
ganzen complexen Zahl 2 [Q -{- Rq^) gleich» und folglich der in 
der lUamroer enthaltene Ausdruck durch 27 theilbar s«n. Die 
so erhaltene Congruenz 

_4 + «-p_8.[|] + 3B.[|J-6.[|]=0(iiiod.9) 

reducirt sich aber, wenn man bedenkt, dass • = — 1 und 

= *• + ?*■. 



[i] + m 



also für jeden Fall, den a darbieten kann, congruent — 1 (mod. 3) 
ist, auf folgende: 

p — Ä + 1 -^ 3 . fgl (mod. 9) 

oder 

i (p - a + 1) = [^J (mod. 3) . 

Nun ist (D ■» a -)- ^9* p «» a^ — «r 6 -|- lfl\ setzt man 
d s=s Snt — 1 , fr »» 3», so findet man leicht: 

i(p — ö + !) = ! + « (1 — rt («nod. 3) 
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folglieh 



[t] 



-1+«(1-P). 



Nach den drei Fällen n ih 0, 1» 2 (mod. 3) wird der Ausdruck 
zur Rechten dieser Congruenz den Werthen 1, 2 — ^ as 3 -|*- ^', 
3 — 2^ -B 3 (1 — ^) + ^ gleich, also den Werthen 1, ^^ q oder 
auch in allen drei Fällen dem Werthe ^ (mod. 3) congruent; 
also findet man schliesslich die einfache Formel 

rjl^ P»" (mod. 3) 
oder nelmehr 

.42) [I] = (.«- -=^^ 

Es handelt sich aber beim Ergänzungssatze darum, den 
Werth des Sy mboles f -~^ 1 zu bestimmen. Dies geschieht sofort 

mittels der Identität (1 — ^)^ »» — 3^» welche zuerst 

[^'r-[=.-^].[;].-['-?--]-[^]'[jr 

und dann, mit Böcksicht auf die Gleichungen in Nr. 5 der 
14. Vorlesung und auf die soeben erhaltene Beziehung 



m 






ergiebt. Da nun b durch 3 theilbar ist, so folgt nach der Gleichung 

p«=(ö4.6)«— 2ab 
die Congruenz 

p :^ (« + h}^ also p — 1 ~ {a + b + 1) (a + b — 1) (mod. 9), 

und da der zweite Factor der Einheit, der erste der Null (mod. 3) 
congruent ist, 

p — 1 «-f"Ä + l 



3 "~ 3 



(mod. 3) . 



Hiernach wird ~ + 2 . ^-^— - 2 . ^Ai und folglich 



M - /• 



3 



Ist endlich q eine reelle Primzahl von der Form ßn -{- 5, 
so ist nach der Gleichung (1 — ^)2 «: — 3 ^ 
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[^]'-[v][f} 

folglich wegen der schon cllirten Formeln 

wofür auch, da *^-^ -« *^ {q— 1) und y — 1 = 1 (mod. 3) Ut, 

geschrieben werden kann. Diese Formel ist offenbar In der» auf 
den vorigen Fall bez&glicben enthalten, und man gelangt folglich 
zu dem Satze: 

Ist a -{- ^^ eine der aus ^ gebildeten primftren 
compiexen Primzahlen, mit Ausnahme der Primzahl 
1 — ^,80 besteht die Gleichung 



Sechszehnte Yorlesnng. 
Fortsetzung: Der Fall p^An+L 

1. Wir wollen als drittes Beispiel p als eine 
Primzahl von der Form 4ii-f-^ voraussetzen, die vier 

Perioden %, i^i, t^,» % ^^" ^"* ^T~ CHedern bilden, 

und die Gleichung aufstellen, deren Wurzeln sie 
sind.**) Wir müssen dabei jedoch von vornherein 
unterscheiden, ob p die Form Sn -{- 1 oder die Form 
Sft-j-^ habe» und betrachten zunächst jenen ersten 

*) Vgl. za den letzten Nummern dieser Yorlesang die Abhandlungen 
von Eisenstein „Nachtrag sum cabischen BedprocitätigesetB'' in Cr, 
J. Bd. 28 und „über die Formen S^^ Grades mit S Variabeln, welche 
der Kreistheilung ihre Entstehung verdanken'* in Cr. J. Bd. 28. 

**) Vgl. hierzu Gauss theoria resid. biquadrai comment. I artt. 
16—22. 



^ 225 — 

Fall, tn demselben erbAlt man, da f gerade ist, nach dea all- 
gemeinen Kummer 'sehen Formeln folgende Gleichungen: 
erstens 

(1) ^0 + ^1 + % + % = — ^ »• 
ferner, weil 

%*?! + ^0 ^J + «^O % + ^1 ^2 + n\ % + «?1 % =* (% ^1 + ^1 ^2 
+ ^2% + ^'^o) + i (%'?2 + '^l^S + «?2'?0 + <?S^l) 

gesetzt werden kann^ aus der Formel (7) voriger Vorlesung, 
wenn successive Ar «» 1, A »» 2 gesetzt wird: 

(2) i?o«?i + %% + »Jo^a + *?!% + ^1^3 + '?2 «73 ** — 3 • -^ ; 
ferner aus der ersten der Gleichungen (9) ebendaselbst für 

(3) ^o^i^2 + %^i% H-^o^'ys + ^i^^s" — Z^+l'- "»'2 • 
Um den letzten Coefficienten der fraglichen Gleichung, nämlich 

den Werth von i7o^i%%* ^^ finden, setzen wir zunächst in der 
Gleichung (4) ebendaselbst successive A: «=» 0, 1, 2, 3 und erhalten 
mit Rucksicht auf die Gleichungen (10) und (11) folgendes System 
von Gleichungen: 

^0^0 = /"+ V^o + ^\^n\ + V n^ + «•$•% 

/4\ I ^0^1 — »»!*% + »»3^ *?i + »»2' ^2 + "«2' ^3 

l »/o % = »«a^^o + ^2' «?i + «2' ^^2 + '»»1^ % 

sodass das Schema der sechszehn Zahlen: 

m/ wjö mj^ mjO 
f I t f 

f/ ft ff ff 
iHq >7I} Jfi2 fn^ 

f ' ff ff Iff 

m^ Wj m<i m^ 

auf die fünf Werthe m^^, m,^, nij®, »13^ mj' reducirt ist, zwischen 
denen nach (6) vor. Vorl. noch folgende Relationen bestehen: 

(5) V+m,«+m20+ V-/*— 1, m,^+m,^+2m^'==f, 2{m^^^m^')^f. 
Der dritten der Gleichungen (4) kann man wegen (1) auch die 
Form geben: 

%V2 =« (»»2^ — ^^) (% + ^2) — »*2'' 

und erhält daraus durch cyclische Vertauschung der Perioden 
noch die ähnliche Gleichung 

BiiOHMJjnr, Lehre d. Kroisth. 15 
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f 1 * — iV — «tJ (f I + fj — %'. 
darch 4cfca Ihlliplkali— mä. 4tr «wigM ■■■ iadet: 

oder cöiüMlMr 

(6) ft«ii%% — — /■•(%• — «i)* + «i*«»'- 

2. Itai dcM 4rittMi wid kUtn GoMcicBtea der gewehten 
4flfidwftg foliliiidig tu hrrt— irB, mikmem wir «iedor aof den 
ZminmfniuBfc der Zakkn m^ md der Fmcüea iß{k, k^ §) mrAek- 
kMwneiL Wird MMdich in der Femiel ^) der vor. Vorieson« 

A SS n s» ^-^ gttetit, so geht die Fuctiou ^ (A» ir, jr) genay 

in den AusdmclK 



i('^r 



<^+/i^ 



ül»er (s. Vorl. 10 Nr. 6), weiciier coagmenl 



^• + ^1^*+^,^ * + ^.y * («od./;) 

ist, wenn J^J^fJ^A^ dieselben Zahlen beidchnen, wie an der 
angeführten Stelle, sodass 

(7) A. + Ä,^A,^ + A^^p-2 

ynd jl0 — ^ OK n, ^, — J, s» 6 ist Setzt man andererseits 

«f» «f» ■,» •,» 

und erstreckt diese Snnunen resp. über alle Werthe ti. v aus der 
Reibe 0, 1, 2, 3, für welche u +v = 0, 1, 2. 3 (mod. 4) wird, 
so besteht nach (34) der vor. Vorlesung die Gleichung 

(8) B. + B, + B^ + B^^p^2 
und nach (33) ebendas. die Congruenz: 

Cr! %tdL s üri 

(9) B,^B,g* + B^g^ + B^g "^ 

^J^^J,g^ + A^g' ^'+J^9 * (mod. p). 
Aehnilcherweise findet man, wenn successive ih as n «» s^* 
A s» M =» 3 ^^^ gesetzt wird, woför ip (ii, Ar, 9) In die Summen 
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X^) 



Ind. (jm4-^») '"'^V • -^X*^ 1^+^*1 



{,"-)' 



resp, 



(10) 



(inod. p), 



und ^ yg 

/* = ! #»«1 

fibergebl» noch folgende Congraenien: 

8 ^* fc* ti ^ 

?=! Cr! 

^0+ ^iP + ^2 + ^z9 

welche in Verbindung mit der vorigen und den Gleichungen (7) 
und (8) wieder die IdenUUt der Zahlen B^ B^^ B^ B^ mit den 
Zahlen A^ A^, Ä^. A^ resp. beweisen. Man findet daher 



UM 



•».» 



«f» 



M,V 



oder, ausgd&hrt geschrieben und mit Rficksicht auf die Eigen- 
schaften der Zahlen mj|: 

ai) a^ m^^ + «j® 4- 2m', — 2»!,« — Wj* — m|® 

{12j 6 — 2(V^m3«). 

Nunmehr können die Werlhe wff^ berechnet werden. Aus 
den Gleichungen (5) ergeben sich 



_ •« 



«. _ «jO ^ 2m'2 — 1, 



(13) 

(14) 
also 

(15) fl — 4(m', — m^«) — 1. 

Verbindet man hiermit die dritte der Gleichungen (6)» so findet man 

(16) 8»', — 2/^+ a + 1, %m^^ ^^f-^-a — l. 
Aus (12) und (13) findet man noch 

4m,« <-» 4m2<» + 6, 4mj^<» -» 4m2« — 6, 
also nach (16): 

(17) 8«/ — 2/-+ 2ft — a — 1, 8mj« — 2f— 2^ - « - 1 
und endlich aus (14) und (16): 

(18) 8m^,« — 3a + 2/^—5. 

15» 
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Nach diesen Resulfftlen gelangt man durch SabstiUition in die 
Formeln (3) und (6) durch leichte Reductionen zu den Gleichungen 

• j L F («+!) + «/' 

v^VtVi + %^\^z -r no^Vz + ViViVt ™ § 

VoVintVz ™ 54 

Folglich wird die Gleichung fierten Grades, Ton wel- 
cher die Perioden i99»i|i.ib»% Wurzeln sind, folgende 
Gestalt annehmen: 



p(« + i) + 



(19) ar* + x»~3.?y^ • X»- ^ 

Dieselbe vereinfacht sich jedoch um ein Bedeutendes, 
wenn man die Substitution Ax -{- 1 ^^ y macht, wo- 
durch die Gleichung 

(20) (r~p)' = 4p{y + i,)* 

hervorgeht. 

3. Ist zweitens p von der Form Sii-f-^f «'so /"«b^^ 

ungerade, so müssen die Betrachtungen den Kummer 'sehen For- 
meln gemäss etwas modificirt werden. Zwar ist wieder zuerst 

(21) V^ + Vi + V2 + nz = — !• 

jedoch erhält schon der zweite CotiBcient der gesuchten Gleichung 
einen andern Werth, nämlich nach Formel (7) der vor. Vorlesung 

(22) %Vi+n9V2+nQ%+ViV2+niVt+V2%'^^^^'^^' 

Die zweite der Gleichungen (9) ebendas. liefert sodann, indem 
k=^l, A SB 2 gesetzt wird , mit Rücksicht auf die dortigen 
Gleichungen (10) und (11): 

(23) fioVxVz + ^0^1% + «?o%^3 + ^i^^s — — f^ + P • «V 
Denselben Formeln zu Folge nimmt hier dts System der Glei- 
chungen (4) folgende Gestalt an: 
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während zniscben den CoifQcienlen die Beziehungen: 

(25) 2K«+m',)=/-l. m,« + m,» + V 4- ms« = /•, 

staltflnden. Giebt man der dritten der Gleichungen (24) mittelst 
(21| die Form 

Vo^2=f+^O^i% + Vi) + «'l (^1 +%)=/'-»^'l+(V— «'l)(%+^2) 

und multipiicirt sie mit der durch cycliscbe Vertauschung der 
l^erioden daraus entstehenden: 

ntVz^f — ^\ + (V -- ^\) iV\ + %)» 

so ergiebt sich 

oder, da nach (7) vor. Vorlesung i/o*?i4''?i^2H~^2^3H~^3^o'^== — f 
gefunden wird, 

(26) i?o^i%^3 = {f-n^'ir'-if-^'i) K^-m\)-f[m,^-^m\)\ 
Nun ist aber nach den Betrachtungen der vor. Nr., welche 

auch dem Falle /» «= 8n -{' 5 sich anpassen, 

oder vielmehr, da das Schema der 16 Grössen m^ hier nach (24) 

auf 5 verschiedene reducirt ist, 

(27) a «= m^* + mj« + m^^ — Wj« — 2 m', , 6 = 2 (m,«— «3«). 
Um zuiidchst die CoSfßcienten m^ zu bestimmen, schlieasen 

wir aus den Gleichungen (25) 

(28) »n« + m3« = /'- 2m'i, 

(29) - m,o = mo« + m,« + «3« ~- /^= m,» — 2m', . 
also a = 2m,><> — em\ + /* 

oder nach der ersten der Gleichungen (25) 

(30) « = 4(mo<»-^m',) + 1. 

Diese Gleichung, mit der eben genannten verbunden, liefert 
nun sogleich 

(31) 8m„»=2/'+a— 3. 8m', = 2/-— ö — 1; 

ferner kommt aus der Verbindung der beiden Gleichungen (27) 
und (28) 

8mi« = 2/^-f 2ft + a + 1, Srnj« = 2/" — 26-f a + 1 . 



o $ 
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endlich aus (29): 

Sc|it fliao Ofui di« gefimdeoeo Werthe io die Gleicliuogeo 
(23) wuä (26) ein, so Undet mio nach Mchtea RedmuiiKen 

8(n#^inj + n%ntv^ + v^n^nz + ^ii^t^J— (« + ^)p + ^f 
M . n.v,n^vz '^^{p-r? -i»(« - 1)'- 

Daher wird die GleichoDg« welche die rier Perioden 
zu Wurzeln hat, in dem Falle einer Primzahl p von 
der Form 8ii -f- ^ 'i^ folgende sein: 

(34) ««4-:r'-Hyx«-f <'+'>/-»r x-h *<''-^-''<''- ^-^.^0. 

Setzt man jedoch auch hier wieder 4jr-f- l->»y, zo ge- 
langt man zu der zehr viel einfacheren Gleichung: 

(35) (y» + 3p)« — 4p(y-a)^ 

Die Vergleichung dleier letztern mit der beim vorigen Falle 
in (20) erhaltenen geztaCtet, beide Formeln in eine zusammen- 
zuziehen und nachziehendes Resultat auszusprechen : Bezeichnet 
man diejenige Zerfiilung der Primzahl j» von der Form 
4ii-|-l in die Summe zweier Quadrate, bei welcher 
die Basis A des ungeraden Quadrates der Eins (med. 4) 
congruent ist, durch 

p — ^ + i?^ 

so lisst sich die Gleichung, welcher die aus deo vier 
Perioden von ^'^~- Gliedern zusammengesetzten Werthe 

1 -f- ^^e» 1 4* ^^11 ^ + ^%* 1 -¥ ^% genügen, schreiben 
wie folgt: 

(36) [y» + (1 - 2 . (- 1) ' )pP-4|i. (y~>)'. 

Denn, ist /» «s 8ii -f- 1» ^ hat nach Nr. 5 der 10. Vorlesung a 

die Form 4n — 1. also Ist ^«= — a und 1 — 2(— 1) * =—1; 
ist aber p«s Sn -(- ^> so hat a die Form 4ii -f ^* also ist 

^ » -f ^' wahrend 1 — 2 (— 1) ^ »»^-Swird. In dieser Gestalt 
ist die Gleichung zuerst durch Lebesgue dargestellt worden.*) 



*) S Comptes Bendus LI. 
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4. Die Wurzeln dieser GleicIiUDg oder aucli die Perioden kdnnen 
nacli den Formeln der 13. Vorlesung sofort angegeben werden» 
Denn aus den Ausdrftclcen 






ergeben sich die Gleicliungen 

(% + ^Vt — Vi — inz — S^ 
% - Vi +Vi- ^3 — ^2 
fk — iVi — ^j + iVz — ^3 . 

und diese bestimnien, mit der Gleichung i|o-f-^i + ^2'4*%=^^l 
verbunden, für die Perioden folgende Werthe: 

no-iHl + ^i + ^i + ^a)^ ^1 -i(-l--t.S|-Ä?2-f»«3) 

welche bekannte sind, da die Werttie der AusdrOcke S^ 5^, 8^ 
am angeführten Orte gefunden worden sind. 

Beseichnen i^, s\, sly s"^ resp. die kU^ Potenzsunnmen der 

in den Tier Perioden enthaltenen Wurzeln, so können audi diese 
leicht gefunden werden» da offenbar, wenn k nicht durch p theil* 
bar ist, folgende Gleichungen bestehen: 

9k + »k + s^ + sj^ ^—1 

sk + isk - s;-. ,,;- - «,<*>- ((4))'. s, 

aus denen sich z, B. 

,38) n-i(- 1 + ((-:))'-s.+(a))^^«+((i)).^) 

tindet. Mit Hülfe dieser Potenzsummen kSnnen sodann die Cotf- 
fldenten derjenigen Gleichungen gebildet werden, denen die in 
je einer der vier Perioden enthaltenen Wurzeln Genüge leisten, 
und es greifen natOriieh hier ganz fthnliche Bemerkungen Platz, 

als wir bei den Perioden von —-- und ^^ Gliedern zu machen 

Gelegenheit gehabt haben. Namentlich kann hier der Aus« 
druck 256ir in einer biquadratischen Form dargestellt 



't 



*2 
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werden» deren Ableitung wir dem Leser überlassen können, da 
sie nach dem früher Bemerkten keinerlei Schwierigkeit bietet. 
Ich begnöge mich deshalb hier damit, die Darstellung einfach an- 
zugeben, sie ist folgende: 

(39) 256.—^ ^[ip^pj^^ 2ep{V^ + r^)]^ 

wenn unter ü, V, F', IV gewisse ganze Functionen von x mit 
reellen ganzen Coefficienten , und unter e zur Abkürzung die 

Potenz {— 1) * verstanden wird, 

5. Nicht übergehen darf ich jedoch die Anwendung, welche man 
von den letzten Resultaten machen kann, um noch einen, den 
biquadratischen Character der Zwei bestimmenden Satz abzuleiten. 

Hier muss zunächst eine Vorbemerkung gemacht werden. 
Versetzen wir uns wieder auf den Boden der reellen Zahlentheorie 
und nennen g irgend eine primitive Wurzel der Primzahl p von 
der Form 4ii-|-l, so können wir alle Reste (mod.p) in vier 

Classen J, B, (7, D von je /*«= ^^- Gliedern verlheilen, welche 

dadurch characterisirt werden, dass ein Rest m zu A, B, C, D ge- 
hören soll, je nachdem der ind. m oder die Zahl (i in der Con- 
gruenz m^ gf* (mod. p) congruent 0, 1, 2, 3 (mod. 4) resp. zu 
setzen ist. Aus Nr. 1 der 9. Vorlesung folgt, dass die Reste der 
Classe A, welche den Zahlen 1, flf*, ^®, . . . . g^^"^^ congruent sind, 
die biquadratischen Reste (mod. p) repräsentiren ; alle übrigen 
sind demnach die biquadratiscben Nichtreste. Da jedoch die Reste 
der beiden Classen A und C zusammengenommen nach derselben 
Stelle die quadratischen Reste (mod. p) repräsentiren, da sie den 
Zahlen 1, g\ g*, . . . . gf^^ congruent sind, so werden die Reste 
der Classe C diejenigen Zahlen repräsentiren, welche zwar qua- 
dratische oder nicht mehr biquadratisclie Reste sind. Die Zahlen 
der beiden Classen A und C sind demnach ganz bestimmte; 
anders verhält es sich mit den Zahlen, welche jede der Classen 
B, D bilden, denn diese Classen hängen offenbar von der will* 
kürlichen Wahl der primitiven Wurzel g ab und vertauschen sich 
unter einander bei passender Wahl einer andern primitiven 
Wurzel, 
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Nunmehr sei o ein (primärer) Factor von p, und g werde 

80 gewählt, dass ^ ^ :^ t (mod. o) Ist. Da nach dem Ende 
der Nr. 5 in der 12. Vorlesung alle durch a nicht theil* 

baren compleien Zahlen den reellen Zahlen 1, 2,3 p — 1 

oder, was dasselbe sagtl den Potenzen 1, gr. ^^, . . . . gP-^ 
(mod. 0) congrucnt sind, kann man auch hier dieselbe Classifi- 
clrung aller reellen und complexen Zahlen in die Ciassen 
J, B, C, D beibehalten. Dabei Ist nun beachtenswerth , dass 
jede reelle Zahl m stets nach beiden Moduln , p sowohl als 
m, in dieselbe Classe gehört. In der That: aus der Congruenz 
gt^ EEim (mod. p) folgt sofort auch ^ =e m (mod. ©); aber auch um- 
gekehrt, wenn m — gf* durch m theilbar, etwa gleich o (a + ^i) ist. 
so ergiebt sich durch Vertauscbung von i mit — i auch m — gf^^===a' 
(« — ßi) d. h. m — gf* durch ®' theilbar und folglich durch ©»'=:p, 
d. h. m ^^ ^ (mod. p), womit die Behauptung erwieseu ist. 

Erhebt man nach dieser Bemerkung die Congruenz wE=flr*^+« 
(mod. a), in welcher a eine der Zahlen 0, 1, 2,3 bezeichne, 

zur ^——/en Potenz, so ergiebt sich m ^^g ^ t« (mod. tu) 

d.h. ((^) =* i". Umgekehrt, besieht diese Gleichung, 
muss m ^EE gr**-Hf (mod. ®) sein; denn, da m ee ^^ gesetzt werden 

darf, so muss m ^g ee t^ sein, was wegen ^ ~i nur mög- 
lich ist, wenn h — a (mod. 4) oder von der Form 4k'\'a ist 
Hieraus ergiebt sich offenbar, dass eine reelle Zahl m zu den 
Classen A, B, C, D (mod. 0) oder (mod. p) gehört, jenachdem 

das Zeichen ((^)\ die Wertlie 1, t, f, i^ resp. besitzt. 

6. Nach dieser allgemeinen Vorbemerkung untersuchen wir 
nun, zu welcher der vier Classen die Zwei in Bezug auf einen 
Primzahlmodulus p von der Form 4 n -f- 1 gehört Dabei müssen 
wir zunächst wieder die beiden Fälle, welche die Primzahl p 
darbieten kann, getrennt behandeln. 

Sei also zuerst p von der Form 8« + 1- Entwickelt 
man den Ausdruck 



so 



( 2 "■■) -'S- 



— 234 — 

ftacb im Potenwtt yod r, so mOsMii nach den biooniitclieii Satxe 
alk CMMkieiitai dorch Zwei dieilliar sein. Nm ist nacii (38): 

wsmi mr AtriiAramg i «> ((i')) S^m^ ^"vd, oder, 

nach (37) 5p S^ 8^ durch die Perioden aosdrAclit, 

(40) 16ji-4[^ 1+f» (i^+,-i,^_ih_,-,J +*i{,._,,,+i,,^i,^ 

+ » (ns — «>ri — nt + « %)]• 

Andererseits kann man i|^ «* i}^^ nach der ersten der 
Gleidinngen (4) i>estininien und erUdd wenn für die GoMMenten 
siJI ihre Werthe gesetst werden, 

16 V— 16]r+i|| («« +4/— 10) + i|| (4» + 4/^— 2e — 2) 
+ ih (4/-- 2fl - 2) + 1,3 (4/^-46 ~ 2« - 2). 

Ueraus ergiebt sich» indem man die GIdchung (1) benntxt; 
die Constanten Tlieile durch die Perioden auszodräcken, und ver* 
mittelst der Beziehung 4f -|- 1 »p folgender Werth der DUTereni: 

16 (#j* _ f J — ,|^ (6e — 3p — 11 — 4« — 4f* - 4<«) 

+ i|, (46 — 2« — 3p — 3 + 4i£ + 4f» — 4u») 

+ ly, (— 2o — 3p — 3 + 4« — 4f» + 4«^ 

-}. ,y^ (_ 4^ _ 2a — 8p — 3 — 4if + 4<»-|-4f i»). 

In diesem Ausdruclie müssen simmtiiche GodfBcienten durch 
32 theilbar sein, dassellMs also auch von der Differenz zweier 
CoMBcienten z. B. des zweiten und dritten geiten und so nach- 
stehende Congruenz hervorgehen: 

46 -- 4 (1 + «* + 8«* — 4 (1 — i) f = (mod. 32) 
also 

(41) 6 — (1 + «» + 2f« --^ (1 — t) « ^ (mod. 8). 

Es muss nun bemer|[t werden, dass man von vornherein fiir 
f ma3 ((^u die Werthe + i auszuschliessen hat. In der Thar, 

aus dem Satze In Nr. 3 der vorigen Vorlesung wissen wir, dass 
«die Zwei in der reellen Theorie von jeder IVimzahl p von der 
Form 8n -f- 1 quadratischer Rest ist, demnach entweder zur 

Classe J oder zur Classe C gehdrt: es ist also ((l) } entweder 
-|~ 1 oder — 4. Hiernach lehrt aber &pd Congruenz (41), dass 



— 235 -- 
wenn « = (Q>j\ = + 1 Ist. ft =:- (mod. 8) also ~ se (rood. 4), 

wenn « = ((^^ = — 1 ist, 6 = 4 (rood, 8) also ^ he 2 (inod. 4) 

sein muss. — 

Zweitens sei p von der Form 8n -|- 5. Alsdann muss 
f,2 «m i}^< nacli der ersten der Gleichungen (S4) besfimnit werden 
und nimmt; wenn für die Co^fflctenten ihre in Nr. 3 gefundenen 
Werthe substitutrt werden, folgende Form an: 

16V-(4r+2a~6)%+(4r+46+2a+2)i,, + (4r-6«+2)'h 

+ (4/'-.46 + 2a + 2)i|,. 

also erhält man in diesem Falle 

16 (5|» — 5,) — i?o ip + 2a ~ 11 - 4« — 4€* — 4«»; 

+ iy, (p + 46 4- 2« — 8 + 4i« -f 4f' — 4if») 

+ i?2 (p — 6ii — 3 + 4« — 4f» -f 40 

-f % (P — 4i* + 2a — 3 — 4tf + 4«« + 4i«») 

und aus der Differenz des zweiten und ersten CoMDclenten nach- 
stehende Congruenz: 

46 + 8 4- 4 (1 -f c 4- 8c* + 4 (1 — i) e« = (rood* 32). 

also 

6 + 2 4(1 + « + 2««+ (1 --i)«» = 0(mod. 8). 

Da in diesem Falle 2 quadratischer Nichtrest von p ist, so 
gehört es zu einer der beiden Classen B oder D, und folglich 

kann $ »» ((^)) ^^^ einen der Werthe + i oder — t haben. 

Man findet aber: 

wenn i «> ((^)) ^ + * '^^ ^ "^ ^ (mod. 8) also ^ ^ 1 (mod. 4), 

wenn * = ((^^\ — — t ist. 6^6 (mod. 8) also | s3 (mod. 4). 



Durch Zusammenfassen der fflr beide Fille erhaltenen Resul- 
tate gelangen wir zu folgendem, zuerst von Gauss in comment. I 
theoriae resid. biquadrat. ausgesprochenen und bewiesenen Satze 
von grosser Eleganz: Ist p eine Primzahl von der Form 
4n + 1 und p «a «^ -4- 6^ diejenige Zerlegungderselben 
in die Summe zweier Quadrate, welche nach der in 
Nr. 7 der 10. Vorlesung gelehrten Methode gefunden 
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wird, so gehört die Zwei zu den Classen A^ B, C, D resp., 
jcnactidem ^ = 0, 1, 2, 3 (mod. 4) ist.* 

Einen sehr einfaclien, rein arithmetischen Beweis dieses 
Satzes findet man in einem Briefe Dirichlet's an Stern, wel- 
cher im Gr. J. Bd. 57 pag. 187 abgedruclit ist. 

Hier ist der Ort, eine Bemeriiung von Stern zu reprodu- 
ciren, auf welche bereits am Schlüsse der 10. Vorlesung hin- 
gewiesen worden ist, und die sich auf den Fall einer Primzahl p 
von der Form 8n -|- 5 bezieht. Für eine solche finden, wie 
leicht zu sehen, folgende Congruenzen statt: 

2*. 1.2.3... .« = 2. 4. 6 2« | 

wn<J \ (mod.p), 

2«+i.(4n-f-3)(4« + 4)....(5n + 3)££l.3.5....(2it + l) j 
da 
2 (4n 4- 3) = 1, 2 (4« + 4) EE 3, 2 (5« + 3) = 2« + 1 

ist. Also kommt auch wegen der Congruenzen: 

4«4.3~ — (4it-f-2),4n-f4 = ~-(4n4-l),....5it + 3= — (3«+2), 
und da die Anzahl der Factoren gleich n -f- 1 ist, 
2«+i.(4n + 2)(4ii+l)..,.(3ii + 2) = (~l)''+M.3.5....(2»+l). 
Durch Verbindung dieser Congruenz mit der ersten findet man sodann 

22-+1 . (4« + 2) (4« -hl}.... (3n + 2) = (- l)H-i. h?-:!^^^^^ 
also 

(42) 2«H-i — f_ i)H-i . _ (2>t + l)g>» • ' («+_i) /„, j ^ 

y^^) ^ —K ^) • (4n + 2) (4ji + 1) . . . (3n + 2) ^ ""' ^^ ' 

Nun wollen wir uns erinnern, dass das Vorzeichen von b 
mit der Wahl der primitiven Wurzel g wechselt, also erst dann 
bestimmt angegeben werden kann, wenn diese willkürlich fest- 
gestellt worden ist. Nach dem Gaussischen Satze gehört aber 
in dem hier vorliegenden Falle die Zwei zu einer der beiden 
Classen B, J), welche mit der Wahl der primitiven Wurzel in 
gleicher Weise wechseln, wie das Vorzeichen von b ; je nach der 
Wahl von g ist entweder 2 = g^-^^ oder 2 :^ ^^*+^ (mod. p), 
und im ersten Falle 6^2, im zweiten 6 he 6 (mod. 8). Wenn 
wir daher übereinkommen, ^ so zu wählen, dass 2 ~ ^'•*+* (mod. p) 
wird, so muss 6 = 2 (mod. 8) und das Vorzeichen von b ein 
durch diese Congruenz völlig bestimmtes werden. 

Endlich ist in der 10. Vorlesung gefunden worden: 



und 
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a -]- b . g = i, L b ~ a , g (mod. p) 



____ . 1.2.3 (4w4-2) ^ - (4n4-2)(4»+i).,..{2w+2) 

a - t • ji 2 3 (2«+ 1)]« — * * 1 . 2 . 3 . . . . (2ji + 1) 

Da sich nun bei der gewählten primitiven Wurzel 
2«*+-i ^ ^««+1 ergiebt, findet man aus der Verbindung der letz- 
ten Congruenzen mit der Congruenz (42): 

(43) 2b^{- i)H-». (^"H-^f ■ + »^--(»' + '> (n.od.p) . 

Das so erhaltene Resultat spricht der Satz aus: Bestimmt 
man b als die absolut kleinste Zahl, welche die Con- 
gruenz (43) befriedigt, so wird diese Zahl congruent 2 
(mod. 8), also positiv oder negativ sein, jenacbdem sie, 
abgesehen vom Vorzeichen, von der Form 8m -f- ^ oder 
von der Form 8m -{- 6 ist. Man findet z. B. 6 »» 2, wenn p 
eine der Primzahlen 13, 29 bedeutet, aber 6 «= — 6, wenn p =* 37 
gesetzt wird. — 



Siebenzehnte Vorlesung. 
Die Periodencongmeiizeii. 

1. In den vorigen Abschnitten sind die wichtigsten An- 
wendungen, welche man von den Eigenschaften der Resolvante 
der Kreistheilungsgleichung auf die höhere Arithmetik gemacht 
hat, und die sich sämmtlich auf die Lehre von den Potenzresten 
sowie auf die damit eng verbundenen Zerlegungen der Zahlen in 
Quadrate bezogen, zusammengestellt worden. 

Geht man nun über die biquadratischen Reste zu den Polenz- 
resten höheren Grades hinaus, so werden zum Theil ganz neue 
Betrachtungen nothwendig. Dabei bleibt jedoch der Umstand 
besteboDY dass ebenso, wie der Untersuchung der biquadratischen 
und cubischen Reste die complexen Zahlen von den Formen a -|- bi 
und a -|- 6^ resp. zu Grunde gelegt werden mussten, man sich 
auch hier In dem Gebiete gewisser complexer Zahlen zu bewegen 
bat, nämlich solcher, welche aus Einheitsvnurzeln höherer Grade 



Die ThMric Acicr ftfliif Zahks kt 



MiUM BmtktB Uegt et teni, saae PliiiiliwugiB, «cklM fir 
steh »MdB da Cancs UUca. inllilfciili 



uia wurde, alt de abMiroekciL Nor fwi der criMi Akkaai- 
hoig Kmmmtf% 6ber tfe am Wwicfai der Ehifcfil geUMeta 
eeoiplexeB ZaUea aoll Mar aoml bcigehradii «criea» ab aalk- 
w€mMg iit. w ar ErkeanliBiM der wahrca NaCar der RcialfaBle 
m gtlmgaa, aad ao die vallkaaHBeae Wedwelbefirliaag > walehe 
awiedM der KreHÜMHaaf aad der hibcrca Ariliaaclik beaukl. 
ia daa beüale UdH aa aeUca. 

Die llearie der aa betradHeadea ceaipieiea ZaUea baain 
doreiUM» auf der AuBifeang der GleieiiuDgea, weidie die e Perio- 
dea fM f Cüedera lo Wonelo haben, ab Co^gmeaiea ia De- 
sieiiang aaf eiaea gegeiieaen Priaiaaiilmodulyt; dalMr aoU in 
Voraaa diese Vorlesang der Betraciitung soldier Congrueaien ge- 
widawl aeia« 

Siad V ^1* • • • - ^1^1 '^^ ^ /'-gliedrigeD Perioden, ao leiatea 
dieaelken nach Nr. 7 der 6. Vorlesung einer Gletdiang F{x) «= 
dea ^ Crades Geaflge, deren CollBcienten ganxe reelle Zahlen 
sind. Die xu untersachende Gongrueax bi abo folgende: 

(1) F(x] = (mod. q), 

worin der Modalas dne Primzahl sein soll. Es fragt sich vor 
Allem» hatdieae Congruenz ffir ein gegebenes ^ reelle 
Wurzeln» und wieviele? Da man die Function jP(a:)^ wennx 
eine unbestimmte ganze Zahl bezdchnet, als gemeinsame Form 
aller durch de daralellbaren Zahlen aufCsssen kann, so lisst dch 
unsere Frage auch so aussprechen: welche Divisoren hat die 



^ Die betreifenden Untersochungen von Kammer befinden sich 
theib im Crelle'sdien Jöumd, thdb in den Abhandioi^gen und Mooato- 
berichien der Berüner Academie, die haaptBadüicbsien Arbeiten ia den 
Bdd. 80, a6, 40 des Joamalt und in den Jahrgg. 1866, 1867, 1869, 1861 
der AUumdiungen. 8. auch Lionv. J. Bd. 16 in dem „mtooire aar Ia 
th^xie des nombres complexes compos^s de racines de Tunitä et de 
nombres entiers^ eine ZuBammenttellung der erstgenannten. 
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Form i^(^)? In der letxlern Gestalt hat Kummer die Auf- 
gabe in Cr. h Bd. 30 aufgestelit 

Zur LUsung dieser Frage müssen wir Congruenten in An- 
Wendung iMingen» weiclie ausser ganien Zaiilen aucli die Perioden 
enthalten; es wird nothwendig sein, zuniclist eine Definition zu 
gehen. In welchem Sinne solche Congruenzen zu verstehen sind. 
Wir iNsmerlien deshalb Folgendes: Bekanntlich kann jede ganze 
Function der Perioden mit ganuahligen Codfficienten auf die 
NormaMorm 

*•% + ''i^t + •••• + a#-ii7r-i 

gebracht werden, worin die Co^cienten a ganze Zahlen sind. 
Zwei solcher Functionen werden nun (mod. q) con- 
gruent genannt werden, wenn in den auf die Normal- 
form reducirten Functionen die Go^fficienten gleicher 
Perioden (mod. g) congruente Zahlen sind. Hiernach 
werden die so deflnirten Congruenzen denselben Gesetzen ge- 
hordien, wie die gew5hnlichen oder wie die in der 4. Vorlesung 
zur Anwendung gebrachten Congruenzen. 

2. Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir nun aus ?on der 
für jedes x giltigen Congruenx (9) In Nr. 8 der 4, Vorlesung: 

«»•* — 1 ~ (a? — 1) (ar — 2) (« — 3) . . . . (ar — g + 1) (mod. q% 

wo whr nur q statt p gesetzt haben. Multiplicirt man dieselbe 
mit X, so erhilt man die folgende: 

«* — x^x {x — l){x — 2) . . . . (a? — j + 1) . 

Da sie identisch Ist, also nur aussagt, dass die eine Seite 
der andern gleich ist, wenn man eine gewisse ganze Function 
vernachlässigt, deren Coefficlenten sämmtlich durch q theiibar 
sind, so darf man x durch y — rijk ersetzen und findet dann : 

{2)(y— i|A)(y— 1— iyÄ)Öf— 2— i|Ä)....(y— (T+l— '?a)=(y— W* 

— (y — «?a) (mod. q). 

Nach dem binomischen Lehrsatze ist aber 
(y — iia)^ ~ y« — i^A* (mod. q), 

abo, sobald y eine ganze Zahl bedeutet, nach Fermat*s Satze 

(3) (y — IIa)«' = y — i?a« (mod. q). 

Nun ist 
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Erhebt man diesen Aiudrack zur ^ Potent, und vernach- 
Ussigt wieder alle durch q iheiiharen Glieder» so findet man: 

d. h. wenn q ^^p ist, 

(4) ffi^P = f (mod. p) 
folglich nach (3): 

(5) (y — i/a)i' = y — /• (mod . p) ; 

ist aber q nicht gleich p, so kann man setien q = g'' (mod. p), 
und dann wird 

(6) fiM9 :^ f^j^^ (mod. q) 
also nach (3): 

(7) • (y — IIa)* ^ y — i?vM (mod. ^). 

Andererseits ist 

F[x) = (a: — i|o) (« — i?i) . . . . (ar — i|*-i). 

Wenn man daher in (5) für h succes^ve 0, 1, 2, .... d — 1 
substitttirt und die so entstehenden Congruenzen sammtlich In 
einander multiplicirt, so ergiebt sich offenbar als Resultat: 

(8) F{if)p = (y - /)- (mod. p), 

welche Congruenz zeigt, dass die Congruenz i^(y)^0 
(moi.p) nur eine reelle Wurzel, nämlich y ii^/ besitzt. 
3. Wird auf dieselbe Weise mit (2) verfahren, wenn q nicht 
gleich p ist, so findet man, da die rechte Seite nach (7) den 
Werlh fiM — vh^ annimmt, 

(9) i?'(y).iP(y-.l)....F(y— 9+l) = (i?y— 1?*) (iJi— i^ah-i).... (i7*-i— i?a~i) 

(mod. q). 

Hierin ist die rechte Seite eine ganze und ganzzahlige Func- 
tion einer Wurzel der Krei&theilung.sgleichung und offenbar un- 
veränderlich bei der Substitution von r^ statt r, also nach der 
6. Vorlesung Nr. 6, 2) eine ganze Zahl, welche P helsse. Anderer- 
seits bilden die q auf einander folgenden ganzen Zahlen y, y — 1, 
y — 2^ .... y — 9 4" 1 ein Restensystem (mod. q) ; bitte also 
die Congruenz (1) eine Wurzel, so wurde ein Factor der linken 
Seite von (9) durch q tbeilbar, daher auch die ganze Zahl P, 
und umgekekrt. Man gelangt so zu dem Satze: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung für 
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die Existeni einer reellen Wurzel der Congruenz (1) 
ist die Congruenz 

(10) P — (mod. q). 

Betrachten wir nun besonders den Fall, in welchem g eine 
zum Exponenten f (mod. p) gehörige Primzahl bedeutet; da als- 
dann in der Congruenz q eiz p^' (mod. p), welche wir angenommen 
haben, k «. ind. q ist, so wird k nach Nr. 10, 3) der 4. Vor- 
lesung durch e theilbar sein. In diesem Falle und allgemeiner» 
wenn q ein ef^'' Polenzrest ist , wird aber fjk^ ma ^^ also die 
Congruenz (2) mit Rücksicht auf (3) und (6) folgende einfache 
Gestalt erhalten: 

(11) (y — i?a) (y — 1 — i?a) {y — q'\- 1 — nh) = (mod. q), 

woraus, wenn A «= 0, 1, 2, • . . . e — 1 gesetzt und das Product 
der entstehenden Congruenzen gebildet wird. 

^(y) . F(y — 1) . F{y ~2) .... Fijiß — q + 1)^0 (mod. r) 

hervorgeht. Da nun die e Factoren q sich auf die Factoren der 
linken Seite dieser Congruenz vertheilen mössen, werden im All* 
gemeinen e Factoren durch q theilbar sein; freilich kann auch 
der besondere Fall eintreten, dass weniger als e Factoren,> dafür 
aber einzelne mehrfach durch q theilbar sind. Es giebt daher e, 
gleiche oder verschiedene, Zahlen eines Restsystems , welche die 
Congruenz F(a:) ^ (mod. q) erfüllen. Dieses für das Folgende 
äusserst wichtige Resultat wollen wir in dem Satze aussprechen: 

Die Congruenz (1) besitzt, wenn q eine Primzahl 
bedeutet, welche e^"^^ Potenzrest von p ist, immer e 
reelle Wurzeln, weiche jedoch nicht nothwendig von 
einander verschieden zu sein brauchen. 

4. Setzt man z. B. e =• p — 1 also/'^sl, für welchen 
\Vei*t,h des e die Perioden eingliedrig J. h. den Wurzeln der 

Kreistheilungs^deichnng gleich werden, also F(x) in ^ ^^ über- 

geht, so findet man den speciellen Satz: 
Die Congruenz 

xTP-^ + xP-^ + + Ä + 1 — (mod. q) 

hat p — 1 reelle Wurzeln^ wenn die Primzahl q^l 
(mod»p) d. h« von der Form 2ifip-|-l ist. 
Da für diesen Fall 

Bacbxaxk, Lebre d. Kreisth. 10 
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ist, und, sobald nicht g*^ l (mod. p) d. h. ü: =:: mod. (p — 1) 
ist, r«^* eine Wund der KreistheilungsglelclHing ist, folglich 

(l-r#*-0(l-H<*»-')) .... (l-rr-V-i))«. (^»)«p 

fsAinden wird» wlhrend 

t + ^ + ^ + + ^"^ — *!^^ = {rood.p), 

also 



ist, 80 ergfiebt sicli P mm p, und nacli dem ersten Satze der 
Torifen Nominer das Retuital: Die Form 

«•^^ + »1^» + + « + 1 

hat ausser den Primsahidif isoren von der Form 2mp-]-^ 
nur nocii den einen Primsatiltbeiler p. 

Ein ihnlieher Sati existirt Ar den Fall e — f^ , wo es 

slcii um die sweigiiedrigen Perioden 

t! thi t? Ci? 

bandelt, deren Werthe in Nr. 11 der 6. Vorlesung gleich 

p-S 

2 COS — , 2 cos — ^^ , .... 2 cos -^^ 

P P P 

gefunden worden sind. Die Gleichung, deren Wurzein diese 
Perioden sind, erglebt sich sogleich aus der Gleichung (3) in 

Nr. 4 der 1. Vorlesung, wenn man m *» « ■» ^ T" setzt, welche 

so folgende Gestalt annimmt: 

F{x) = ±' +af-^ — ^-^af-^ — ^-^af-^ 
+ (!Lr.^J)^+...._0. 

Nach dem zweiten der Sätze voriger Nummer hat diese 
Gleichung, als Congruenz (mod. q) aufgefasst, für den Fall, dass 

die Primzahl q ein --^y~~ *^^ Potenzrest von p Ist^ stets -^^ reelle 
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*.?=! 



Wurieln« Jede solche Primzahl leistet der Congroenz^^^ 
(mod. p)» folglich ^ =il (mod. p) Genöge, Ist also von einer der 
beiden Formen 2mp -|- 1 oder 2mp — 1. 
AndererseiLs Ist 

1?* — i?A+* — f^ + r-** — r**+* — r-^+* , 
welcher Differeni man leicht nachstehende Form giebt: 

Da ferner 

i^ii+tl — i^A+Cri^-A «= 1?* — Vk+M 

ist, so kann man auch schreiben: 

^ == (% — ^i) (<?i — nk+i) • • • • {«?!»-« — ^A+i»-»)- 

Setzt man also den obigen Werth von i|a — VA-yt ^n dies. 
Prodtict ein, so findet man: 






Jedes der Producte hat nun aber den Werth p, wenn weder 
^ £1^ 4" ^ ^^^^ ^ ^ — 1 ist; d. h. sobald q, welches congruent 
y* gesetzt worden, zu keiner der vorher iiereits behandelten 
Gattungen von Primzahlen gehört. Dann findet sich also P^«»/i^ 
oder Z' «« + P» ^'^^ daraus in Verbindung mit dem ersten der 
obigen Sätze folgendes Resultat: 

Die Form 

hat ausser den Primzahltbellern von den Formen 
2mp + l nur den einzigen Primzahltheiler p. 

Setzt man endlich « e« 2, /•» ^^^-^t ^ nimmt die Congruenz 

(1) die Form an: 



(12) ^« + ar -f ^-^Z±zSLLlE^o (mod. g), 

welche durch die Substitution 2« 4* ^ *" y ^'^ die folgende: 



(13) |f»-(-l)«.p(«od.y). 

Obergeht« Es ist eflenbar, dass diese gleichseitig mit jener stfttt- 



U' 
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findet oder nicht sUtlliiidet; denn, weQo die entere dureh einen 
Werih Ton x befriedigt wird, m erliilt warn eine Wonel der 
zweiten durch die CoBgmeaz y = 3« -|- 1 (nod. q)\ aber auch 
iiid|riKehrt acUiesst man aus dem Bestehen der leliteni das Statt- 
finden der erstem» da man die Wurzel y der Gongraenz (13) 
«tets ab ungerade voraussetzen darf, indem auch y -{• q eine 
Wurzel und eine der Zahlen y*y '\- q ungerade ist Jenacbdem 



nun aber die Congmenz (13} statt hat oder nicht, Ist ( — 1) ^ . p 
quadratischer Rest tou qj also nach dem Eu ler 'sehen Griterium 
(s. Vori. 9. Nr. 2) 

(- 1) ' ^/»"" £ZE 1 (mod. q) d. h. (— 1) • *». f^\ =+1. 

oder quadratischer Nichtrest also 

(— 1) * ' ^ .p * =— l(mod.^)d. h. (— 1) * ■ * /^'\ = — j. 

Nach dem ersten Satze der vorigen Nummer l^önnen die- 
selben Bedingungen aber auch noch anders ausgesprochen wer- 
den; da nämlich hier 

^ = ('/u — Vk) (71 — Vk+i) (mod. q) 
durch q theilbar wird, wenn k eine gerade Zahl, also q quadrati- 
scher Rest Ton p, ( ~ ) = -|- 1 ist. dageg« 



[en 



/^=-(%~i?,)* = ~(— l)*.p. 
also nicht durch q theilbar wird, wenn k ungerade» d. b. q 

quadratischer Nichtrest von p, (~) «^^ — 1 ist, so findet je nach 

diesen beiden Fällen die Congruenz (12) statt oder nicht Die 
Vergleichung dieses Resultates mit dem vorigen liefert aber in 
allen Fällen die Gleichung 

p-l flr-l 



(t)-(- »■■■■(?) 



d. h. einen neuen Beweis des Legendre'schen Reci- 
procitA tage Set zes.'*') 

5. Es bezeichne nun q eine zum Exponenten f (mod. p) 



*) Vgl. Lebeegnein den Coxnptea Rendns LI, pag. 9. 
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gehörige Priaizalil und a| » aj» , • - . a« seien die verschiedenen 
Wurzeln der Congruenz (1), sodass cc^ssz e oder a <^ e ist, jenach- 
dem diese Congruenz lauter vtrschiedene Wurzeln hat oder auch 
gleiche Wurzeln zulässt. Mit 2»|» 63, . . . . bq^a mögen die übrigen 
Glieder eines vollständigen Restensysteois (niod. q) bezeichnet 
werden. Dann kann man die dongruenz (11) für jeden ganz- 
zahligen Werlh des y in dieser Weise darstellen: 

(mod. q), 
dafür aber einfacher auch 

(14) {fiM — a^) (fiM — ti.,) . . . . (t?A — «a) ^ (mod. q) 
setzen, denn, da tj/, — x ein Factor von F(x), also i/ä — b^, 

fljk — b^ rik — bq^a resp. Factoren von den Functionswerthen 

F(bi), F{b^ F[bq^a) sind , so ergiebt sich aus der vorher- 
gehenden Congruenz die folgende: 

(nh — «i) [rik — «2) • • • • [nh — ««) . -^(^i) -^(^2) • • • F[bq.^~(^ (mod. q), 
in welcher man die durch q nicht theiibarca ganzzahligen Fac- 
toren F{b^)t F(b^) .... F{bq^ unterdrücken kann. 

Nachdem dies gezeigt worden, wollen wir aus der 
Reihe von Grössen: 



(15) 



1/1 — «1 » i/i — a> ..... »/i — «a 



ein Product bilden, welches die Eigenschaften hat, 
dass es durch q nicht theiibar ist, jeden der Factoren 
von der Form r^h — ^i nur einmal enthält, und die 
möglichst grosse Anzahl solcher Factoren in sich ver- 
einigt*) Offenbar wird man ein solches Product finden, wenn 
man erst aus der ersten Uorizontalreihe möglichst viele Factoren 
mit einander verbindet, deren wenigstens einer der Congruenz (14) 
wegen nicht mehr \^ird genommen werden dürfen, und sodann 
aus jeder der folgenden Reihen jedes Glied hinzunimmt oder ver- 
wirft, jenachdem es das schon gebildete Product durch q theii- 
bar machen wurde oder nicht. 



*) Vgl. hierzu Kammer, über die den Gaussischen Perioden der 
Krbistheilung entsprechenden CoDgrnenzwurzeln, in Gr. J. Bd. 53. 



Bcselchae ^(f«) «in •• gebii^eres Pr«4act Daaa 

siDii die coDJttfirlcB Gr«9seii i^{iii)»i^(n*' "«^(v-i}» 

welche lisrcb cycliiche Yertattschaof 4er Periedea 
•der, was liaeeelbe tagt, der Heriseatalreihea fl5) 
daraae hertergebea, effeabar ebenaelche Fredycte« 
Deon diese eathallRn erMens geM» aeflri Factoren, wie ^{%), 
und ofenliar durch q nidrt Iheilbar, wen es ^(i|J niciit ist. 
gestalteo aber auch nicbl, noch aehr der Grösaen (15) hinzu- 
imehmea. denn, ist fu^^ — «• eine nirbl in ^(i^a) cnt h alle ne 
Grdffe, weldie man noch ab Factxir wäMea kann, ohne daaa 
^(f*) • (^U-K — '3 durch q tbeilbar wurde, so wire auch die 
eonjugirle Grösse ^(ij«) . [tik — Oi) nicht durch 7 Cheilbar, wäh- 
rend fik — Ol ein nichl in if(fi^ i^cfindlichcr Factor wäre, gegen 
die Bildimgsweise des Products ^(i^). 

Die ^coojugirten Functionen ^^(i}«}, ^{Hi)» . — ^he-i) 
sind alle von einander verschieden. Angenommen näm- 
lich» es wäre if(fik) =* ♦(»?*+*) ««d tu — a ein Glied der (i + l)^'' 
Horixontalreibe» weiches nicht zu ^[fik) geiiort, wie es deren 
wegen der Congrueoz (14) wenigstens eins gelten muss, so fsigte 

i^in^) • im — a) = (mod. q). 
also auch die conjugirte Zahl 

♦(i?4+a) . (^lA+i — «) =H (mod. f) 
und nach der angenommenen Gleichheit auch 

♦ iVk) . (n*+«- — «) ^ (mod. q\ 

welche Congruenz, mit der zweitvorhergehenden verbunden» die 
folgende liefert» welche för jeden Werrh des i besteht: 

i^M . (fit — i?in-i) = (mod. q). 
Hieraus findet man leicht eine andere, welche nicht be- 
stehen kann, indem man mit r-^ multiplicirt und die Summe 

ffir alle Werthe des t = 0, 1, 2, p — 2 bildet. Denn so 

ergiebt sich 

♦ (^>k) • ( yj^i^'^ — yjvk-^ r-^ I == (mod. q); 
Ja nun 



■)" 
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und, wenn r" nicht Eins i8t, >^rV «a» — i ist, so Undet man 





ebenso« da 
ist 

1?i4-A • ^'"^ ■* — /'• 

Hiernach nimmt die obige Gongruenz folgende einfache Ge- 
stalt an: 

p . ip (i/a) ™ (mod. q), 

aus welcher die Ungereimtheit der Annahme hervorgeht Demnach 
sind die e conjugirten Functionen von einander verschieden. 

Endlich lässt sich zeigen, dass es ausser ihnen 
keine ähnlich gebildete und mit denselben Eigen* 
Schäften begabte Function mehr giebt. Denn, wäre ^ (ij^) 
eine solche, so mösste sie, da sie mit keiner der Functionen 
^ (W » ^ (^i) * • • • ^ iv*-i) übereinstimmt, mindestens eine der 
Grössen (15) zum Factor haben, welche nicht in^(i}o), mindestens 
eine, die nicht in '^(y^i) enthalten ist, u. s. w., sodass für jedes h 

9>(%)'if{Vh)^0 (mod. 9), 
also auch 

(16) 9(^0) (♦ W + *(^i) +•••• + ^(^#~i)) - (mod. q) 
sein musste. Die Summe innerhalb der Klammer ist als ganze 
und ganzzahlige symmetrische Function der Perioden einer ganzen 
Zahl gleich, von der leicht nachzuweisen Ist, dass sie durch q 
nicht thellbar ist. Sonst wurde nftmlich auch 

*(^o)^' i^{%) + ♦(«?!) + + ^(»J^-i)) -^ (mod. q) 

sein, welche Gongruenz man vermöge der Bemerkung, dass das 
Product zweier der e Functionen ^, der Bedeutung derselben 
gemäss, jedenfalls durch q thellbar ist, auf die einbchere Gestalt: 

(17) .. »(ih)* = (mod. v) 
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redodreo kaoD. Setzt nan hob 

wo dHe CoMcieiBtai ganie Zahleii warn tmnmm, da i^(^ nor 
Factoreo der Reiliea (15) endiSlt, so ist nach dav poiyooiBiscIieo 
Salze: 

♦K)* = ^* V + ^1* V 4- + -'♦-i^ilr-i* (omni, g) 

oder nach Fersat's Satze ond da nach (6) i|a« = ^a^^ ^a 
kt» ffir eise zom Eipooeoteo f gehMge Primzabl q, 

if{iij^ = ^lü + Avt + + 4r-.in#-i = tW- 

Die Googroeoz (17) (fihrt demnach zu der andern: ^(i|^) = 
(mod. 9)» weldie nichl sUttfindel. Da abo in (16) der zweite 
Factor durch q nkbt theilbar ist, musste es der erste Factor 
sein, was der Bedeatong des Zeichens 9(1^) widerstreitet 

6. Nach diesen Vorhemerl^ungen ist es nunmehr möglich, 

zwischen den Perioden v^yVvVt ^<-i d. h. den Wurzeln der 

Gleichung F{x) »» und den Wurzeln der (longruenz F{x)^ö 
(mod. q) eine hestimmte Zusammengehörigkeit festzustellen. Dazu 

dient jede der Functionen if{fi^, VM» '4'(^#-i)- In der That, 

nehmen wir irgend eine dieser Functionen, z. B. if{fif^); die 
Congruenz (14) hat uns gezeigt, dass sich in jeder der Horizontal- 
reiben (15) wenigstens ein Glied befindet, welches in 1^(17^) nicht 
auftritt, es ist jedoch auch leicht zu beweisen, dass nur eins 
dieser Glieder in if{%) fehlen kann. Wären näoilich die beiden 
Glieder i|a — a und i/a *- o' nicht in '^{%) vorhanden, so musste 
sowohl 

♦ W . (^A — ö) = als auch -^ {%) . (ij* -- a) = (mod. q) 

sein, woraus ^(17^) . (a — a) = (mod. q) sich ergäbe, was nicht 
möglich ist, da die Werthe a,a incongruent sind. Nennt man 
daher allgemein ria — ua dasjenige ganz bestimmte 
Glied der(A-f 1)'^" Horizontalreihe, welches in '^1%) sich 
nicht findet, so ist dasselbe durch die Congruenz 

(18) i(;(i?o) . m = nf(%) . «A (mod. q) 

vollständig characterisirt, und so eine ganz eigen- 
thOmliche Correspondenz zwischen den Gleichungs- 
und Congruenzwurzeln hergestellt. 

Diese Correspondenz ist freilich insofern eine nicht völlig 
bestimmte, als sie sieb ändert mit der Function, welche wir, um 
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die Correspondeoz herzustellen» aus der Reibe der e coojugirten 
Functionen auswählen. Jedoch ist einfach ni zeigen» dass» wenn 
bei der Zugrundelegung der Function ^(i^^) den Perioden 

die Congruenzwurzeln 

^0» ^'l» ^2» • • • • ^^^1 

zugeordnet sind, diese Reihe nur cyclisch zu permutiren ist» 
sobald statt ^\^^ eine der conjugirten Functionen gewählt wird. 
In der That» ist 

SO ergiebt sich durch cyclisehe Vertauschung der Perioden: 

(19) ^(ly*) . nik^k = *M . «A (mod. ^p) 

d. h. den Perioden 

^0' ^1» ^2» • • • • ^«-1 

sind jetzt» wenn t zur Abkürzung für e — k gesetzt wird» die 
Congruenzwurzeln 

«,» tt,-|>i» ll,-4.2, .... tl,-!, 

oder umgekehrt den Congruenzwurzeln 

**0» ^l> «2» » • • • • ^*-i 

die Perioden 

^»* i^ät+i» ^*+« ^*-i 

zugeordnet. 

Hat man eine solche Zuordnung der Congruenzwurzeln zu 

den Perioden hergestellt» so springen sofort sehr wichtige 

Analogieen zwischen Beiden hervor» welche sich In folgendem 

Hauptsatze aussprechen lassen: Ist /'(i/q, i^i» ... * 17^-1) irgend 

eine ganze und ganzzahlige Function der Perioden und 

so ist sotort auch 

^Kt «p t*e-i) s (mod. g)» 

oder: Jede ganzzahlige rationale Gleichung zwischen 
den Perioden geht in eine richtige Congruenz (mod. q) 
über» wenn statt der Perioden die zugehörigen Con- 
gruenzwurzeln gesetzt werden. 

In der That» stellt man die Function der Perioden in der 
Normalform 

^b'Jo + -«^1 */r "f" • ♦ • • ■+■ ^«f-i'/iT-i 
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dar, worin die Coefficienten ganze Zahlen bedeuten, und multipli- 
cirt mit S^{%), so folgt nach der Congruenz (18) 

und folglich, wenn die Gleichung 

erfüllt wird, auch die Congruenz 

da ^(i7o) nicht durch q theilbar ist, w. z. b. w. 

Von den Beispielen, welche zu diesem Satze sich darbieten, 
begnügen wir uns, ein einziges hier anzufügen, welches im 
Folgenden eine wichtige Rolle spielen wird. Bezeichnen wir mit 
f{v\^) irgend eine ganze und ganzzahlige Function der Perioden, 
sodass wir setzen können 

während J^^ A^, , . , , Je i ganze Zahlen bedeuten, und mit 
fiV\)> fiVi) * ' * ' fiVe-i) die hierzu conjugirten, nämlich durch 
cyclische Vertauschung der Perioden daraus hervorgehenden Aus- 
drücke, so ist das Product 

welches kurz durch Jyf{%) bezeichnet werde, nach Nr. 6, Sj der 
6 Vorlesung einer ganzen Zahl N gleich. Nach dem vorigen 
Satze folgt aber aus der Gleichung 

sofort die Congruenz 

AK) • fi^i) /(w^-i) = JV (mod. q), 

worin die Facioren der linken Seite ganze reelle Zahlen sind. 
Hieraus erhellt der Satz: 

Die durch das Product 

m%) - /W • fini) • . . ' fin^-i) 

dargestellte ganze Zahl N ist durch q theilbar oder 
nicht theilbar, jenachdem es eine der Zahlen 

/W» A«|)» fi^e-l) 

ist oder nicht ist. 

Noch sei zum Schlüsse bemerkt, dass nach dem vorletzten 
Satze die Gleichungen in Nr. 7 der 6. Vorlesung sowie die 
Kummer'schen Relationen in der 15. Vorlesung, welche zwischen 
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den Perioden bestehen und dazu dienten, j((de derselben als ratio« 
nale Function einer beliebigen unter ihnen zu bestimmen, in 
richtig^ Congruenzen (niod. q) ubergiehen, wenn statt der Perioden 
die zugehörigen Congruenzwurzeln gesetzt werden. Diese Con- 
gruenzen gestatten also, wenn diejenige Congruenzwurzel be- 
stimmt Ist, welche einer gegebenen Periode zugehört, die Zu- 
sammengehörigkeit zwischen den öbrigen Congruenzwurzeln und 
Perioden ohne Weiteres zu finden. — 



Achtzehnte Vorlesung. 

Die Theorie der aus Einheitswurzeln gebildeten complexen 

ganzen Zahlen. 

1. Wir wenden uns nun zu den» aus den Wurzeln der 
Gleichung xp ^=i i gebildeten complexen ganzen Zahlen. Nach 
der 6. Vorlesung Nr. 3 kann jede ganze Function von den Wurzeln 
dieser Gleichung auf die ganz bestimmte Form 

gebracht werden. Jeder Ausdruck dieser Art, in welchem 
die Coefficienten ganze Zahlen sind, soll eine, aus 
den p^** Einheitswurzeln gebildete complexe ganze 
Zahl oder im Folgenden kurz eine complexe Zahl ge- 
nannt werden. Wir setzen: 

(1) f{r)^A^r^A^f^ +.... + A^irf'K 

Ersetzt man r durch die sammtlichen primitiven Wurzeln 
der Gleichung x'' «= 1, so erhält mau die p — 1 conjugirten 

complexen Zahlen 

f(r),f{r%f(r^ f[rf^-')> 

deren Product ihre gemeinschaftliche Norm heissen und durch 
N/'(r) bezeichnet werden soll. Es ist also 

(2) N/(r) - f(r) . f(r^ .... f(rP-^) 
oder auch, wenn g eine primitive Wurzel (mod. p) ist, 

(3) N/(r) _ f{r) . f{r9) . /^(r^*) .... fl,^'] . 

Die Go^clenten Ai in f(r) können so beschaffen sein, dass 
darin die Wurzeln r, r^, r^, . . , . rP-^ sich zu e Perioden von 
f Gliedern gruppiren, die complexe Zahl also die Gestalt 
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anoiiniut; in diesem Falle soll sie durch f{t|^^) bezeichnet, und 
als ihre conjngirten Zahlen diejenigen e — 1 Zahlen* /t^t)» 
fh2)y"'fiVe-i) betrachtet werden, welche durch cycHsch« 
Vertavscbmi^ der Perioden daraus hervorgehen, als ihre Norm 
aber, wie am Ende der Torigen Vorlesung, das Product 

(5) ^/(1JJ — f(fi^,y . f[ri,) — fifie^i) . 

Zum Unterschiede wird das, aus /(i}^) nach der Formel (2) 
gebildete Product dann die* vollständige Norm der complexen 
Zahl f{f^) genannt werden; da in diesem Falle 

und allgemein 

ist, schliesst man offenbar die Gleichung 

(6) fifM = [mVo)Y' 

in Worten: die vollständige Norm einer complexen Zahl, 
welche aus den e Perioden von f Gliedern zusammen- 
gesetzt ist, ist gleich der f*^" Potenz .ihrer auf die 
Perjo^ien bezuglichen Norm. 

Sowohl tif(r) als Nf{fi^) sind öbrigens als symmetrische 
Functionen der Wurzeln der Kreistheilungsgleichung offenbar 
ganze reelle Zahlen. 

Jede ganze complexe Zahl /(r), deren Norm der 
Einheit gleich ist, für welche also die Gleichung 

(7) Nnr) = l 

besteht» soll eine complexe Einheit genannt und mit 
E{r) bezeichnet werden. 

Zwischen den Zahlen von den beiden Formen f(r) , flti^) 
findet das beachtenswerthe Verhiltniss statt, dass die letztern zwar 
als specielle Gattung in der erstem enthalten sind, dass aber, 
unter einem andern Gesichtspunkt, auch die erstem als eine be- 
sondere, in den zweiten enthaltene, Gattung angesehen werden 
können, welche daraus hervorgeht, wenn e =« p — 1, ^«sä i ge- 
setzt, nämlich die 17 als eingliedrige Perioden vorausgesetzt wer- 
den. Die Theorio der letztern Zahlen invoUirt daher die von 
jenen als besonderen Fall. 

Endlich musa hier noch bemerkt werden, in welcher Weise 
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Congruenzen versUDden werden sollen, weiche zwischen complexen 
Zahlen sUttflnden; es soll aber, ähnlich wie in Nr. 1 der yorigen 
Vorlesung, festgesetzt werden, dass zwei cooiplexe Zahlen f(r), 
f[r) (mod. q) congruent heissen sollen» wenn in den auf die 
Normalform gebrachten Ausdröcken f(r), f'{r) die CoßfBcienten 
gleicher Potenzen von r einander (mod, g) congruent sind. 

2. Nehmen wir q als eine von p verschiedene Primzahl an, 
so dürfen wir voraussetzen, q gehöre (mod. p) zum Exponenten 
f, da man nur nöthig hat, f alle Divisoren von p — 1 durch* 
laufen zu lassen, um allen Primzahlen q gerecht za werden. Ist nun 

f{r) = ^,r + A^r^ + -f A^x.t*-^ 

irgend eine aus p'^'* Einheitswurzeln gebildete, complexe Zahl, 
so erhält man durch Erhebung zur ^^ Potenz die Congrüenz 

+ A,^t^<i + + A^iJ^-^>i 

oder einfacher 

(8) f(rY^f{r^) (mod.^). 

folglich durch wiederholte Erhebung in die ^^ Potenz nachstehende 
Reihe von Congrucnzen: 

(9) f{r) EE Hr), f[r)^ ^f[r% f[r)^^ = f[r^) fif/"' = f{r^^-\ 

und durch nochmalige Erhebung in die q'* Potenz und Beachtung 
der Relationen ^^ ~ 1 (mod. p) und H* = 1 , 

(10) f{r/^nr) (mod.^). 

Enthält die ganze complexe Zahl f(r) nur die e /'«gliedrigen 
Perioden %, i/t» • • • • ^#-i» ^ ^^^^ schon die ^^ Potenz derselben 
der Zahl f{r) selbst (mod. q) congruent. In der That, setzt man 

so ergiebt sich 

I • . f (mod. q) 

= »»0 ^0*^ + ^1 'yi^ + — + ^c^t • n^i'' J 

oder, da Ic für die hier betrachteten Primzahlen q durch e theil- 
Lar, also nach (ß) der vorigen Vorlesung v^ffl ^ tiJk (mod. q) ist, 
folgende Congrüenz 

(11) f{%)^^n%) (mod.^y). 

In der man /*(r), um seine Zusammensetzung auszudrücken, wieder 
durch f(fi^ bezeichnet hat; allgemeiner für jeden Werth des Index h 
(IIa) f(fiA)^^nVk){nioi\.q). 
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Für jede Primzahl q der betrachreten Art besteht femer 
der letzte Satz der forigen Vorlesung, den wir hier folgender* 
massen aufwpreehen können: 

Sind «Q, ti«, . . • • ««-1 die den Perloden ri^, ^| ii^^r 

(mod. q) zugeordneten Congruenzwurzeln, so ist die 
Norm einer complexen Zahl ^(17^) thellbar oder nicht 
thellbar dnrch q, jenachdem eine der Zahlen f{u^)» 
f(u^), . . . . ^(tt^-i) e« ist oder nicht. 

Es giebt hiernach unendlich viel Zahlen /"(i/o), deren Nonnen 
durch eine gegebene Primsahl dieser Art theilbar sind. Denn, 
setzt man 

und bestimmt» was auf unendlich viel verschiedene Arten möglich 
ist, die unbestimmten g^inzen Zahlen Xq, 0:^, . , . . Xg^i so, dass 

(12) f(wj ?rE ic^,m, + a:, u, + + x^^iu^^ i ~ (mod. q) 

wird, so ist nach dem eben ausgesprochenen Satze Af (179) durch 
q theilbar, etwa, wenn M eine ganze reelle Zahl bezeichnet, 

^f (lo) = ^ . ^. 

Gelingt es, die ganzen Zahlen x^, x^^ . . , . Xe^i so 
zu wählen« dass in dieser Gleichung Ufa»! wird, so 
ergiebt sich auf diesem Wege eine Zerlegung der 
reellen Primzahl 9 in e complexe Factoren: 

f(no)f f{Vi)y /(^?-^-l)• 

Von diesen ist leicht nachzuweisen, dass sie die 
Rolle von complexen Primfactoren spielen, nämlich 
nicht weiter in Factoren zerlegbar sind, welche von com* 
plexenEinheiten verschieden sind. In der Tliat, wäre etwa 

so ergäbe sich, wenn die vollständige Norm der Zahl f(%) ge* 
bildet wird» wegen der Gleichung (6) und, weil Nf{ii^) <-» q vor- 
ausgesetzt ist, folgende Gleichung: 

y/^«.N9(r).N*(r), 

in welcher zur Rechten das Product zweier ganzer Zahlen be* 
Undlich ist VVlr werden aber sogleich nachweisen, dass die 
vollständige Norm einer complexen Zahl, welche durch q theil- 
bar ist, stets durch ^ theilbar sein muss; daher liann die 
vorige Gleichung nur bestehen, indem man etwa annimmt 

N9(r)«/,Nt(r)-l, 
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d. h. einer der Factoren ^(r),if(r) ist noth wendigerweise eine 
coniplexe Einlieit 

3. Gelingt es aber niclit, die Zahlen Xq, X| Xg^t 

der Congruenz (12) gemäss so zu wählen, dass M = 1 
wird, giebt e^ aUo keine Zerlegung der Primzahl q 
in € complexe Factoren, welche aus den Perioden 
^0« ^i> • • - • ^«— 1 gebildet sind» so giebt es überhaupt 
Iceine Zerlegung derselben in complexe, aus p^'" Ein- 
heitswurzein gebildete Factoren. Ist nämlich 

f(r) ^A,r + A^r^ +•••• + A^^trP-' 
irgend eine solche Zahl, so bestehen die Congruenzen (9), aus 
deren MuitipUcation sich 

f (r)i+^fH-....+f^- * .:- f(r) . f{r^) . f(r^) f{r^^^) (mod. g) 

ergiebt, was sich auch » wenn g ^ g^*' (mod. p) gesetzt wird , so 
schreiben lässt: 

oder auch, da g zum Exponenten f gehört, also m nach Vor- 
lesung 4 Nr. 10, 3] relative Primzahl zu f ist, und deshalb die 
Zahlen m, 2m, . • . . {f — l)m (mod. fj den Zahlen 1, 2, 3, ... . f — 1 
von der Reihenfolge abgesehen congruent sind, 

/•(r)i4f4^..^+/-^ =:= f(r) f{r ') f(r^ f{r^'^^^) {tnod.g). 

Setzt man in dieser Congruenz für r successive r^, 

r^, .... r^~^ und multiplicirt die so entstehenden In ein- 
ander, so bildet man auf der rechten Seite offenbar die voll- 
ständige Norm der compiexen Zahl f(r), und es geht 

mr) . f{r^) . fi'^') .... A(r^-*)]Hf+«--h^..f^* = Nf(r) (mod. g) 

hervor. Bei der Annahme, dass f{r) eine Zahl sei, deren Norm 
durch q theilbar ist, geht diese Congruenz in die spedelle über: 

{f(r) . f{r') . f{r^^) 3r(r^*)]i-Hf+««+.-+«^' = (mod. g}. 

Wenn man aber diese letzte zur {g — 1)^*^ Potenz erhebt, 
wodurch der Exponent auf der linken Seite in gf — 1 übergeht, 
und noch einmal mit dem Ausdrucke in der Klammer multiplicirt, 
so gelangt man nach (10) zu dem Resultate 

,/(r)/tr^)..../-(rr'^') = 0(mod.5r) 
oder zu dem Satze: Wenn die vollständige Norm der 
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compleien Zahl f(r) dareb eine zun EipuDeoUn f ge- 
hörige Prinzahl q tbeilbar ist, so isl es sogar schon 
das Prodacl ihrer ersten e Factoren. 

Angenommen nun, dies Prodoct sei durch 9" tlidlbar» so 
besteht die Torige Congmeiiz auch mod. ^. Da man aber in 

derseliien r durch r^, r^ .... r^*^'*^' ersetzen darf, so folgt 
welter, dass je e snccessire Facloren der Norm durch q* theiJ- 
bar sind, also die ▼oilstämllge Norm selbst durch ^^. 

Man findet so den Satz: Isl q eine zum Exponen- 
ten f gehörige Primzahl, so enthält die vollständige 
Norm einer complezcn Zahlstets eine ganze Potenz von 
g^als Factor, sobald sie überhaupt durch q thcilbar ist. 

Wäre nun q in e conjiigirt-compicxe Factoren von der Form 

welche aus den e Perioden von f Gliedern gebildet sind, zer- 
legbar, so ergäbe sich die vollständige Norm dieser Zahl nach 
(6) gleich Nf(%f^^qf^ es mfisste daher f ein Vielfaches von 
/*, jede der /^*gliedrigen Perioden also aus einer Anzahl der /*- 
gliedrigen zusammengesetzt / und /(i/^'} einer complexen, aus den 

Perioden 170» ^1 Ve-i zusammengesetzten Zahl gleich sein. 

Wenn demnach q nicht als Norm einer solchen dargestellt werden 
kann, so ist in der Thal ihre Zerlegung in complexe aus p^ 
Einbeitswurzeln gebildete Factoren überhaupt nicht mogiicb. 

4. Es lässt sich nun aber auch leicht zeigen, dass 
eine reelle Primzahl q nicht immer in complexe Fac- 
toren zerlegbar ist. Nehmen wir z. B. eine Primzahl q von 
der Form 2mp+l, für welche /*«=!, c =^ p — 1 ist, so 
niuss eine solche, wenn sie überhaupt zerlegbar ist. nach dem 
eben Bewiesenen m p — 1 conjugirte Factoren zerlegbar sein, 
welche nur die Einheits würz ein für sich, nicht aber 7.u Perjoden 
verbunden, eiTthalten. Sei fir) eine solche, so müsste 

q ^ f[r) . r{r9) . f(r9') .... /^(r^ 
sein , wo man auch die p — 1 Factoren in zwei Gruppen von 
'IT. Factoren vertheilen und schreiben kann: 

Die hierin enthaltenen beiden Producte sind ganze und ganz- 
zahlige symmetrische Functionen der, in je einer der beiden 
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^—^gUedrigen Perioden, welche q,, i|| heissen nM^en, enthalte* 
Den Wurxeln, ako kann nach Nr. 5 der 6. Vorlesung 

f(r) . f{f^) . . ..f{r^^ - ^oVo + A^i 

f{rf) . f(f^) .... f{f^^ = A^nx + ^iilo 
gesetzt werden. Hierin tiaben aber die Perioden %, i^i nach Nr. 2 
der 15. Vorlesung die Werthe 

l/ ^^ l/ ^~ 

^ -i + r (-1) »>p ^ „ zJLzil±iiLLj? 

folglicli findet man durcli Substitution in die vorigen Gleichungen 
und durch deren Mulüplication 

oder ^ 

4sr = {^o + ^i)'-(-l)*P-(^o-^i)'- 
Soll also q zerlegbar sein, so muss 4 9 durch die quadratische 
Form 

darstellbar sein, was nach der Theorie der quadratischen Formen 
keineswegs immer der Fall ist. 

5. Soweit Terbilt sich in der Theorie der hier 
betrachteten complexen Zahlen Alles ganz analog, 
wie bei den complexen Zahlen von einer der beiden 
Formen a-^bi und a-f-^^t welche wir früher unter- 
sucht haben: Alle reellen Primzahlen zerfallen in zwei Klassen, 
von diesen enthält die eine diejenigen, welche nicht weiter zer- 
legbar sind, die andere diejenigen, welche in complexe Factoren 
zerfallen, die sodann die Rolle wirklicher Primfactoren in der 
complexen Zahlentheorie vertreten. Nunmehr aber muss 
auf einen capitalen Unterschied dieser Theorie von 
jenen früheren aufmerksam gemacht werden: jene 
erstem, nicht weiter in complexe Factoren zerleg- 
baren Primzahlen dürfen hier nicht, wie dort, als 

BACHKunr, Lehre d. Krelsth. 17 
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Primfaetoren angesehen werden. IKes leigiakli iinnitttd« 
bar in dem Dmslande, data der HaopCaati, nach weichem jede 
complexe Zahl nur auf eme Wdse ab Prodocl der Primfaetoren 
darstellbar ist, seine Geltang für die eben genannten Primzahlen 
▼ediert Dm davon eine einfache Probe su liefern, sei q eine 
Primsahl von der Form 2mp'^l, welche nicht in complexe 
Factoren zerlegbar ist Da nach dem ersten Satze in Nr. 4 der 
▼origen Vorlesung die Congruenz 

apf-i ^ «1^ + 4- a: -1- 1 = (mod. q) 

p — 1 reelle Wurzeln hat, so sei a: s» « eine derselben. Be- 
trachten wir sodann die complexe ganze Zahl f(r) « ii — r, so 
findet man 

N/*(r)— (ii-r)(i«— »^)(«— r3)....(ii— i*-i)=iiF-i+iii^« + ....-|.l 

d. h. gleich einer durch q theilbaren ganzen %M q * M, also 
die Gleichung 

(tt — r) (tt — r*) (tt — rP-*) ^ q . M. 

Wäre nun q ein wahrer Primfactor, so müsste er in einem 
der complexen Factoren als Divisor aufgehen, was doch offenbar 
nicht sein kann. 

6. Dieser Umstand, durch wolcbeu die ganze Theorie der 
hier betrachteten complexen Zahlen sehr schwierig und unvoll" 
kommen wird, könnte es zweifelhaft machen, ob sie überhaupt 
ein ähnliches Interesse beanspruchen können, als die früher be- 
trachteten einfacheren Gattungen complexer Zahlen. 

Indessen ist es Kummer gelungen, durch Einführung so- 
genannter idealer complexer Primfaetoren die Analogie 
mit den reellen und jenen einfacheren compiexen Zahlen voll- 
ständig wiederherzustellen und so eigentlich erst die innere Natur 
der, aus Einheitswurzeln liöheren Grades gebildeten compiexen 
Zahlen aufznschliessen. Durch solche Einführung idealer Factoren 
wird offenbar ein ganz ähnliches Bedürfniss der mathematischen 
Speculation befriedigt, wie durch Einführung der imaginären 
Wurzein, welche den Fundamenlalsälzen der Algebra, namentlich 
dem Satze, dass jede Gleichung ebensoviel Wurzeln zulasse, als 
ihr Grad beträgt, unbedingte Allgemeinheit verschaffen, oder wie 
durch die Zulassung der compiexen Zahlen a -{- bi bei den 
biquadralischen, der Zahlen a-f-^(^ hei den cubischen Kesten, 
ja der Zahlen von der Form f[r) selber In der Theorie der 
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höheren Poienzresie, welche in allen diesen Fällen reep. erst die 
eigentlichen Elemente der Untersachung l>Uden. 

Dm die wahre Bedeutung solcher Erweittfung eines mathe* 
matischen Begriffes in das richtige Lieht zu setzen, bedient dch 
Kummer eines Beispiels, wdches dazu sehr geeignet ist Zwei 
Kreise, welche sieh schneiden, haben bekanntlich zwei Punkte 
gemeinschaitlich, durch welche eine Gerade, die sogenannte ge« 
meinschafUiche Sehne bestimmt wird. Wenn die beiden Kreise 
aufhören, sich wirklich zu schneiden » kann von einer reellen 
gemeinschaftlichen Sehne natürlich nicht mehr die Rede sein. 
Dennoch giebt es eine gewisse reelle Gerade, welche auch in 
diesem Falle zu den Kreisen dasselbe Verhiltniss beibehält, das 
in dem Falle des Durchschneidens derselben die gemeinschaftliche 
Sehne beritzt, wenn man nicht ihre Eigenschaft, durch die Dnrdi* 
Schnittspunkte zu gehen, sondern jene andere, ihr zukommende 
Eigenschaft^ dass die, von ihren Punkten an beide Kreise geleg- 
ten Tangenten gleiche Länge haben, ab die wesentliche, charac- 
teristische Eigenschaft betrachtet. Legt man diese bleibende 
Eigenschaft zu Grunde, so hat die gemeinschaftliche Sehne eine 
reale Existenz, gleichviel, ob die Kreise die zufällige Eigenschaft 
haben, sich zu schneiden, oder nicht, obwohl sie eine ideale 
Sehne genannt werden muss, wenn die Kreise dieser zuf&lligen 
Eigenschaft ermangeln. 

Gelingt es uns hiernach, die bisherige Definition der complexen 
Primzahlen als einrachste Factoren, in welche die reellen Prim- 
zahlen zerlegbar sind, durch eine andere zu ersetzen, welche ihre 
Geltung beibehält, gleichviel, ob die reellen Primzahlen q in 
wirkliche complexe Factoren zerlegt werden können oder nicht, 
so wird der so definirte Begriff in beiden Fällen eine reale 
Existenz haben. Will man aber für denselben den Namen „Prim- 
factor' beibehalten, auch wenn der zufällige Umstand der Zerleg- 
barkeit von q nicht stattfindet, so wird dieser Primfactor eben 
als ein idealer bezeichnet werden müssen. Im Grunde ist hier 
also nirgends etwas Imaginäres, als in der Bezeichnung. 

7. Nach den vorher gefundenen Resultaten ist es nun leiclit^ 
eine umfassendere Definition der bezeichneten Art för die idealen 
Primfactoren zu finden. Nehmen wir an, ^r sei eine zum Expo- 
nenten f (mod. p) gehörige PrimzahK welche In ^ conjugirte 
complexe Factoren /*(%), f{fii), . . . - fint^i) zerlegbar ist, und 
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F(r) eine conplexe, durch einen dieser Factoren tlidlbare Zahl, 
und sehen zu, wie sich dieser Umstand durch Gongruenzbedingnn- 
gen ausdruciien lässt, wenn man die Zusammengehörigkeil der 
Perioden und Gongmenzwurzeln ' l>enutzt Dazu erinnere man 
sich zuerst, dass die f Wurzeln, welche die Periode 1^0 zusam- 
mensetzen, nach Nr. 8 der 6. Vorlesung einer irreductibeln 
Gleichung Genfige leisten, deren Coefficienten ganze und ganz- 
zablige Functionen von den Perioden sind; sie werde durch 

(15) 2/+ Jiriz/"-^ + — + Mf^ 

bezeichnet» sodass identisch 

ist. Ifit Hilfe dieser Gleichheit können leicht aus der complexen 
Zahl F(r) alle höheren Potenzen von r als die (/* — 1)'^ entfernt, 
also F{r) auf folgende Form: 

(14) F{r) — Co + Cjr + Cjr* + + <7/-_, . rT-^ 

gebracht werden, in welcher die Coefficienten C^, C^, . . . . C/^i 
ganze und ganzzahlige Functionen der Perioden sind, und des- 
halb durch 

(15) Co «= 9) (rio), C^ == 9^1 (i|o) (^r-i •= 9^A-i (%) 

bezeichnet werden mögen. Soll nun, wie vorausgesetzt wurde, 
F{r) etwa den Factor /'(i}a) von q enthalten, so kann dies wegen 
der Irreductibililät der Gleichung (13) nicht anders geschehen, 
als wenn alle Coefficienten in dem Ausdrucke (14) diesen Factor 
enthalten. Man darf dann setzen: 

(16) 9(^0) ™ fM . 9{v9)> 9\ {%) »j» fivh) • WM» — 9r-i{%) 

— AnA)-9V-iW- 

Andererseits bemerke man, dass nach der Annahme 

fiVo) fiVi) fi^^i) = 9 

ist^ folglich nach dem ersten Satze in Nr. 2 eine der Zahlen 

/"W' /*("i)» • • • • /*(^«^i}' ®^^* fi'^H'i) ^^^^^ 9 theilbar sein muss. 
Denkt man sich nun , indem k =^ e — i gesetzt wird , die Con- 
gruenzwurzeln in der bestimmten Weise den Perioden zugeordnet, 
wie es in Nr. 6 der vorigen Vorlesung der Congruenz (19): 

^ink) . inn-k — Ukj^O (mod. q) 

gemäss geschehen ist, so werden die Gleichungen (16) folgende 
f Congruenzen: 
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(17) 9 W=^(«w).9 W =0, ..^.ipr^i{ui)==f(uf^) .ip'f^i{ui)=0 

nach sich ziehen» welche demnach die Bedingang ansdröclcen» 
daas i^(r) den Factor f(fik) von q enthalte» welchen wir den zur 

Substitution ( ^* i oder f ^*+* j gehörigen nennen wollen. 

Man kann dieselben einfacher in eine einzige Congruenz zu- 
sammenfassen. In der That, ihnen zufolge ist 

9(ui) + 9>i{Ut) . r + 92(11,) . r* + + g>f^i{ui) . r^-^ 

ein Ausdruck mit lauter durch q theilbaren Co^fßcienten , das- 
selbe gilt also auch, wenn wir ihn mit '^{ffk) muitipliciren , wo- 
durch hervorgeht: 

q>{ui) . ^[rik) + g>iM • *W • '•+ •••• + Vr-iiuijMnk) • r/^^=0 (mod. q). 
Da aber wegen (19) der vorigen Vorlesung sich 

9M • '^M^vM • *(i?*)»--9/-iK) • if (i|*)^9/=~i(%) • *{^*) (mo^J- ir) 

ergiebt, so können die f Congruenzen (17) in die nachstehende 
einzige zusammengezogen werden: 

(18) f(r).i/;(i,A) = (mod.sr). 

Diese drückt daher die Bedingung aus, unter 
welcher -P(r) den zur Substitution M*+*J gehörigen 

complexen Factor von q als Factor enthalten kann. 

Die soeben als nothwendig erkannte Congruenz- 
bedingung ist auch hinreichend^ um die Tbeilbarkeit 
von F(r) durch einen Primfactor von q zu sichern. 
Denn sie ergiebt, wenn %ie stattfindet, die Gleichung 

F{r) . i^M - q . W{r) 
oder 

in welcher man auch die Function ^(r) vermittelst der Gleichung (13) 
unter den Grad f erniedrigt und so auf die Form 

*o + ^1 '• + •••• + V~i - '^""^ 
gebracht annehmen darf, sodass dann die Coöfficienten gleicher 
Potenzen von r auf beiden Seiten einzeln gleichzusetzen sind. So 
findet man 

« 

Da nun ^[nik) JÜcht durch q theilbar ist, muss mindestens 
einer der Primfactoren von q, etwa f(fik)» in allen Functionen 
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1^(%)t*^tM» - * * • 9^tM* d* h. in F{f) ab Factor enthalten 
idn, w, I. b. w* 

Ifan enthili aber die Conginem (18) iielne Spar mehr von 
der Annahme, dass q wirklich In complexe Factoren zerlegbar 
ad, drödLt also eine Eigenschaft aus, welche el>ensowohl auch 
Am nicht zeri^liaren Primzahlen zukommen kann, und kann da* 
her zur Definition der idealen Primfactoren gewihlt werden. 
Diese stellen wir nunmehr folgendermassen auf; 

Definition, ist für eine complexe Zahl F{r) die 
Congruenz 

(18) if[vk) . F{r) = (raod. q) 

erfüllt, so soll gesagt werden, sie enthalte den zur 

Substitution /^^+*| gehörigen idealen Prirofactor des^. 

Besteht aber die Congruenz 

(19) i,{fik)r . F{r) = (mod. ^), 
jedoch nicht mehr die folgende: 

*(ij*)-+i . F(r) = (mod. 5^»), 
so werden wir sagen, die complexe Zahl enthalte 
jenen Primfactor genau m Mal. 

8. Von den, so als Congmenzbedingungen defioirten, idealen 
Primfactoren liest sidi nun Idcht nachweisen» dass sie alle wesent- 
lichen Eigenschaften gewöhnlicher Primzahlen besitzen. Vor Allem 
gilt folgender Fundamen talsatz: 

1) Sind f(r), ^(r) zwei complexe Zahlen, welche den 

zur Substitution /^^M^A gehörigen idealen Primfactor 

der reellen Primzahl q nicht enthalten, so enthftit 
auch ihr entwickeltes Product diesen Factor nicht. 
Nach der Voraussetzung sind die beiden Ausdrücke 

*(i?*) . /"W wnd ipink) . q>(r) 
nicht durch q theiibar. Nun bestehen aber, wenn q^g^ (mod. p) 
gesetzt wird, nach (8) und (Ha) folgende Congruenzen: 

if(fik) . f[r) = ^{nk) . m 



• (mod. q). 



♦ (i|*K~' ./(»•/-'= td*) . f[r^- '^) 
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dttren Mulüplication la der naehstehendm: 

hinfahrt, wenn ffir das Product 

welches offenbar nur von den e /-gliedrigen Perioden abhangt, 
das Zeichen F{iiiq) gesetzt wird. Diese Congmenz lehrt aber, 
dass ^ (i}a) . F{fi^) nicht durch q theilbar sein Icann, weil sonst auch 

C* iVk) . /(r)] i-H+«^-+/"-* = (mod. q), 
folglich auch 

t M • f{r) ^ (mod. q) 

sein musste, wie man flndet» wenn man zur (jr — 1)^^ Potenz 
erhebt, sodann noch einmal mit ^(i/^b) . f{r) multiplicirt und die 
Congruenz 

[i^M . Ar)y = ^M . m (mod. q) 
beachtet. 

Ganz älmlich findet man, wenn 

gesetzt wird, dass auch ^(i/^) • ^{Vo) Pi<^h^ durch ^ theilbar sein 
kann. Diese Resultate können wir nach der vorigen Nummer 
auch so aussprechen: Die reellen Zahlen F{ui) und <l>(ti,) sind 
durch q nicht theilbar. Wäre nun 

'^ M . f{r) . 9 (r) = (mod. q), 
so müsste umsomebr auch 

^{flk) . P(i/o) . ^(no) = (mod. q) 

sein, was gleichbedeutend ist mit der Folgerung, dass das Product 
F{uij.O(uij zweier reeller Zahlen, welche, wie soeben gezeigt, 
den Primfactor q nicht enthalten, durch diesen Factor theilbar 
sein müsste, also absurd ist . 

2) Hat die complexe Zahl /'(r) den zur Substitution 

/i?A-f^\ gehörigen idealen Primfactor von q genau 

mmal, die complexe Zahl q>(r) denselben Primfactor 
genau nmal, so enth&lt ihn das entwickelte Product 
beider genau m-^nfüdil In der That, die Voraussetzungen 
werden durch folgende Congruenzbediogungen ausgesprochen: 






wibreii4 wcior ^(n) . #if) Mch ^{fi} . #(r) dvcfc f thdi- 
ter Mte tel Mach iem vwfgea Salie 
tM « i'tr) «M akhl tedk q ihcOkr. 

♦(ii*r*^* . /W y (r) - jM- . ^(^) r(fj #M 
ftichl Avcii ««4«4« thcObr fda; da andercncils 

4 ardi f"*^ dMftar M, m crgfdbl ridi te Rcndtat: 

swar ffl ^(y*)'*^*^^) 1»M = (mod.^«^ aber aidil ndir 

♦h*)**^ • rW I^W = (mod. j-^^t) 

watebai den tn bewafaeiideii Sati aoflapridit 

8) Wenn eine conplexe Zahl i^(r) alle idealen Prim- 
faetoren der Primzahl q mindesiena «Mal enthili, 
•0 iat aie doreh ^ ibeilbar. In der Thal, der Voraua- 
feUung gemlaa bealehi die Coogroena (19) IBr alle Werthe tod 
kf alio daa fotgende Sjalem tod Congmenzeif: 

auf welchen 

(20) [t(i,o)- + i,(fi,r + •... + t (i»^i)-] . ^{r) = (mod. jr«) 
berforgebt Nun iat die in der Klammer stehende Grösse als 
ganxe und ganzzahlige symmetrische Function der Perioden eine 
ganze reelle Zahl, von welcher man leicht nachv^eist, dass sie 
durch q nicht tbeilhar ist. Denn^diese Theilbarkeit würde nicht 

aufhören, wenn man mit ^ (%)^'~* mulliplicirte, in welcher Potenz 
$'''>«• gewthlt sein soll; da aber das Product zweier ^-Func- 
tionen stets durch q thellbar ist, würde man so das Resultat 

t(i»o)«" = (mod. sf) 

oder naeb (U) einfacher ^(ito)^O (mod. g) erhalten, was nicht 
der Fall Ist. Demnach kann man hi der Congruens (30) den 
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Factor von F{r) nnterdrOcken uad findet: 

F{r) = (mod. ^). 

4) Wenn eine eomplexe Zahl F{r) genau m ideale 
Primfactoren von jf entbAlt, gleichviel, ob sie einzelne 
dieser Factoren mehrfach, oder lauter verschiedene 
derselben enthält, so ist ihre vollständige Norm durch 
g"*/* theilbar. Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zu- 
nächst, dass, wenn F{r) den zur Substitution /^^^| gehörigen 

idealen Primfactor von q n Mal enthält, die conjugirte Zahl F{r^) 
den zur Substitution /^^a-H4-A gehörigen idealen Primfactor des q 

ebenfalls itMal enthält, denn aus der Congruenz 

if{nk)''.F(r) = lmoi.q% 
welche als Gleichung auch so geschrieben werden kann: 

f^M''.F{r)~q^.V{r), 

ergiebt sich durch Vertauschung von r mit K die nachstehende 

Gleichung 

Mnk+i)" ' F{ri) — q'^ . W{r^) 

oder die Congruenz 

^(^*+i)'* • ^W = ö ("öd. q% 
welche das Behauptete beweist. Da hiernach je e successive 
Factoren der vollständigen Norm ^F{r) jeden idealen Primfactor 
von q ebensooft enthalten, als der erste Factor F{r) einen be- 
stimmten derselben enthält, muss das Product von je e succes- 
dven Factoren der Norm nach dem vorigen Satze durch q*^, die 
Norm selbst also durch q'^^ tbeilbar sein, wenn F{r) Oberhaupt 
m ideale Primfactoren von q enthält. 

9. Ehe wir in der Reihe dieser Sätze weiter fortfahren, 
müssen wir noch eine Ergänzung hier einschalten, die Prim- 
factoren unserer complexen Zahlentheorie betreffend. Bisher ist 
nur von den von p verschiedenen reellen Primzahlen und ihrer 
Zerl^ung in wirkliche oder allgemeiner in ideale Primfactoren die 
Rede gewesen, die Frage also offen geblieben, wie p selbst sich 
zu solcher Zerlegung verhalte. 

Zunächst findet man sehr Idcht, dass p in p — 1 eomplexe 
Factoren zerlegbar ist. Denn, setzt man in der identischen 
Gleichung 



F — (1 — r) (1 — r») . . . . (1 — f#-^. 

1 — f«; 4a4crQwlia«BcUa'|kKkl + '-+'' + + 

fai, td ht er a— CMM i imIiii läkL IMm tal 



(l-r) (l--r»)....{l--r^») 

bat dc8 Werth Eiot. BfifirlmBt an Ukr im Qaitfartw 
j:(^ to fiadct MB 

1 — r--^(r).(l-r) 

d. L dm Salz: die Priazalil p ist io ji — 1 coapleze 
Factorea lerlegliar, welche abgeaelieB ▼•■ EiahclleB, 
darch weiche siennltiplicirt siad, sich sieht tob ein- 
ander noterftcheidea. 

Jeder dieser Factoren ist ein Primfactor; deon, 
fiare z. B. 1 — r* in die heidea Factera f[r). ^{r) leriegbar. 
welche von Einiieiten Terschieden sind, so mösstn 

also etwa Kf{r) — p, K^{r) = 1 d. h. ^{r) ene BnheH sein, 
gq^en die Voraossetzu^g. 

Hiernach ealliait dl« Primzahl p nur einen einzigen complezen 
Primfaclor 1 — r, ren wcldiem die ülirigeB nidit weseniBch 
▼erschieden sind, nnd es ist dalier hier me die Frage, welchen 
PrfanCactor von p eine gegebene compleze Zahl enthalte, sondern 
immer nur, wieviele? Letzlere Frage aber ist leicht z« ent- 
scheiden. Dazn beweisen wur noch den Satz: Das Prodnct 
zweier Zahlen/(r), q>(r) kann nur dann durch 1 — r theil- 
bar sein, wenn es einer der Factoren ist In der That, 
da offenbar 

ist, weil r«*aal aod nach Fermat*s Satze Af^Äi (modp) 
ist, w^ wird auch in Beziehung auf den Ifodulus 1 — r 

/(r)r=/^(l), 9(r)F = y(l) 

sein, folglich, wenn die Congruenz 
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/W • vW ^ mod, (1 — r) 
stattflndet» durch Erbebang xur jf^ Poteoi sich auch die folgende 

ergeben : 

/(l) . y (1) = mod. (1 — r). 

Da aber eine reelle Zahl, wenn sie durch 1 — r theiibar 
ist, offenbar auch durch p theiibar sein muM, so wird /*(!) • ^(l) 
also etwa /(l) durch p und deshalb durdh 1 -^ r theiibar sein, 
was die Congruenz 

/(l) = mod, (1 — r) 

und, da /\1) — /(r) algebraisch durch 1 — r theiibar ist» 

/(r) = moi (1 — r) 

liefert, wie bewiesen werden sollte. 

Dieser Satz lehrt nun» dass zur Entscheidung der 
Frage, wieoft eine complexe Zahl jP(r) den Primfactor 
1 — r enthalte, es hinreicht, sooft mit 1 — r in F\r) 
algebraisch zu dividiren, als es sich möglich erweist. 
Ergiebt sich dabei, dass F{f\ den Factor 1 — r genau 
n Mal enthält, so muss die vollst&odige Norm NF(r) 
den Primfactor p auch genau nMal enthalten. 

10. Das zuletzt erhaltene Ergebnisse verbunden mit dem 
Schlusssatze der Nr. 8 fuhrt nun zu der wichtigen Folgerung, 
dass jede complese Zahl nur eine endliche Anzahl 
idealer Primfactoren enthalten kann. Denn die voll- 
ständige Norm jeder solchen Zahl ist nothwendig eine endliche 
reelle ganze Zahl, die nur eine beschränkte Anzahl reeller Prim- 
factoren in sich enthalten kann. Jene Sätze aber sagen aus, 
dass die Norm durch /^ theiibar fst, wenn die complexe Zahl n 
Factoren des p, durch ^f^ wenn sie m ideale Primfactoren der 
zum Exponenten f (mod. p) gehörigen Primzahl q^ durch q^'f^ 
wenn sie m ideale Primfactoren der zum Exponenten f (mod. p\ 
gehörigen Primzahl q^ u. s. w. enthält; eine unbeschränkte An- 
zahl idealer Primfactoren der complexen Zahl wurde also mit 
Nothwendigkeit eine unbeschränkte Anzahl reeller Primfactoren 
der Norm zur Folge haben, wodurch die Richtigkeit des aus- 
gesprochenen Satzes erhellt, 

Ist nun eine complexe Zahl F[r) gegeben, so zeigt die Zer- 
legung ihrer Norm in reelle Primfactoren sogleich an, von welchen 
Primzahlon überhaupt nur ideale Primfactoren in F{^) enthalten 
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sein können» and nachdem man fflr diese die Fanctionen ip ge- 
bildet hat, dienen dieselben tiir Entscheidung, welche der idealea 
Primfactoren der in tiF(r) enthaltenen Primzahlen, und wie oft 
ein jeder in F{r) yorkomme. Diese Fragen suid demnach völlig 
bestimmt, wenn die compleze Zahl ^(r) gegeben ist, ein Resul- 
tat, welches das Analogen zu dem Hauptsatze der 
reellen Zahlentheorie ist, nach welchem jede Zahl 
sich nur auf eine Welse als Product von Primzahleo 
darstellen lässt. 

Fragen wir nun auch umgekehrt, ob durch Angabe sümmt- 
licher Idealer Primfactoren, der gleichen wie der ▼erschiedenen, 
welche in einer complexen Zahl enthalten sein sollen, diese 
selbst völlig bestimmt sei, oder inwieweit eine Unbestimmtheit 
zurückbleibe. Nehmen vnr also an, zwei complexe Zahlen F{r) 
und 0{r) enthalten genau dieselben idealen Primfactoren, näm- 
lich den Factor 1 — r genau nMal, einen idealen Primfactor dör 
zu / gehörigen Primzahl q genau m Mal vl s. w. Dann werden 
auch die beiden Zahlen 

und 

F{r) . F(H) F{r^^^ «= HF{r) 

genau dieselben Primfactoren enthalten. Da aber die letztere 
gleich dem Prodücte der Zahlen p", q^^, .... ist, muss die 
erstere durch das Product derselben theilbar sein, also der 
Quotient 

<b(r) . F(f^) .... F(r9^ _ *(r) _ ^f. 

iTpfr) — '■ "fw^^W 

eine ganze complexe Zahl sein. Aus dieser Gleichung folgt aber 

0(r) -= F(r) . Eir) 

und durch den Debergang zu den Normen und, wenn man die 
Gleichheit der beiden Normen N<Z>(r) und JiF(r) bedenkt, die 

Gleichung: 

NJPW — 1 

d. 1l JB{r) ist eine complexe Einheit 

So ergiebt sich als Antwort auf die genannte Frage folgender 
Sau: 

Zwei complexe Zahlen, welche die nämlichen 
idealen Primfactoren enthalten, unterscheiden sicli 
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von eiDander nur u-m eine Einheit, die als Factor 
hinzutreten kann. — 

Bisher ist die, auf ihre idealen Primfactoren bin zu unter- 
suchende complexe Zahl stets als eine wirkliche angenommen 
worden. Es ist aher klar, dass, wenn man einen Complex von 
irgend welchen idealen Primfactoren d. h. die sie definirenden 
Congruenzbedingungen beliebig giebt, diesen nicht stets eine 
wirklich existirende complexe Zahl zu entsprechen braucht, sondern 
dass dadurch im Allgemeinen eine nur ideale Zahl definirt sein 
wu*d. Hiervon wäre nun zunächst zu handeln. Jedoch werden 
wir darauf hier nicht mehr eingehen/ da es, wie bemerkt, nicht 
von uns beabsichtigt wird, die gesammte Theorie der complexen 
Zahlen darzustellen, vielmehr nur soviel von derselben auseinander- 
zusetzen , als zum Verständniss der Anwendung , welche wir auf 
die Kreistheilung davon machen werden, nothwendig ist. Da wir 
es dabei aber nur mit wirklichen complexen Zahlen zu thun 
haben werden, so reicht das in dieser Vorlesung Mitgetheilte voll- 
ständig aus. 



Neunzehnte Vorlesung. 

Anwendung der Theorie der complexen ZaUen auf die Kreis- 
theilung. 

1. Indem wir uns nunmehr der beabsichtigten Anwendung 
zuwenden, wollen wir, um den Gang der Untersuchung nicht zu 
unterbrechen, folgenden Hilfssatz vorher beweisen : ist F(r) eine 
complexe Zahl, welche der Bedingung 

F{r) . Fir-^) « 1 

genügt, so muss sie gleich einer positiven oder nega- 
tiven Potenz von r, gleich + r* sein^ Wir wollen uns 
F{r) auf die Form 

gebracht denken, in welcher zwar die Co§fDcienten nicht völlig 
bestimmt sind, da man, ohne den Werth der Function zu ändern, 
beliebig oft den Ausdruck 

= 1 + r + r2 + , . . . 4. f*-i 
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addiren oder sublrahiren kann, wo man aber deswegen gerade dfe 
Co^nidenten so gewihlt denken kann, dam Ihre Summe numerisch 

nicht grösser als ^^-^ wird. Denn, wftre dies in jener F<k*iii 

nocii niclit der Fall, Yieimehr 

«• + *i + «1 + • • • • + «F-i = « • JP + «» 

wätirend a numerisch nicht grösser als ^^^ bt, so brauchte 

man nur 

z (1 -f r + r« -f + r^i) 

von ihr zu subtrahiren, und erhielte eine neue ähnliche Form, 
in welcher offenbar die Summe der CoöfBcienten gleich a wäre. 
Nehmen viir also gleich von ▼ornherein 

an. 

Wenn man nun den Ausdruck F{r) mit dem folgenden 
multiplicirt: 

so findet man 

F(r) . F{r'^)^A^+A^r + . . . . + ^^ii^S 
wenn 

^ «« «o* + «1* + «2* + • • • • + «p-i' 

A^ = Äo«2 "h ^1 ^s "i" • • • • "F ^p-i^t 



gesetzt wird. Da nun jeder der Factoren F[r), F^r-^^) aus 

^0 "4" ^'i "l" ^2 4" • • • • 4" ^i>~x 
Termeu besieht, wenn man a^ als Summe von a^ Einheiten, 
a^r als Summe von a, Gliedern r u. s. w. ansieht, so muss ihr 
Ih^uct, welches 

Aq -f- A^ -|- uf2 "t" . • • . "J~ -^/^— 1 

Terme enthält, 

Glieder enthalten, oder es ist 

(1) A^ + A^+ + Ap^i = («^ + a, + + a^-i)^ 

Nach der Voraussetzung ist aber 
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oder aacb 

woraus wegen der Irredactibililat der Kreistheilungsgleichung 
sich Ittr die Co^fflcienten J^, A2* - ^ * - ^p-^ ^^^ gemeinscbafl- 
licher Werth, weicher A heisse , för 4o ^^^^ ^^ Werth A -{- 1 
ergiebt, sodass die Gleichung (1) die Geslalt 

pv< + 1 *= («0 + ^i + «f-O* 

anniimiil und die Congruenz 

K + «I + + ^p-if = 1 {^^^' P) 

also, da die Summe der Co^flfielenleD zwischen -|- ^-o— und 
— ^— , inclusive der Grenzen, enthalten ist, die Gleichung 

«0 + Äj -f- . . . . + öf-i = i 1 

daher A ^^0 und A^sbI liefert Diese Gleichung kann aber, 
da Aq die Summe Ton p Quadralzahlen ist, nicht anders be- 
stehen, als wenn p — 1 dieser Zahlen gleich Null, die übrige 
gleich Eins ist, wodurch aber die complexe Zahl F{r) sich auf 
ein einziges Glied von der Form Hh r^ redacirt. 

2. Um nun zu unserm Gegenstande überzugehen, wollen wir 
uns an die Methode erinnern, welche in der 8. Vorlesung zur 
Auflösung der Kreistheilungsgleichung mitgetheilt worden ist, 
und wesentlich darauf hinauslief, die Ausdrücke, welche dort mit 
(»*, r) bezeichnet wurden, und aus denen die Wurzeln der Kreis- 
theilungsgleichung leicht zusammengesetzt werden können , zu 
finden. Wir werden hier in die eigentliche Natur dieser Aus- 
drücke von dem Standpunkte der complexen Zahlentheorie aus 
liefer einzudringen versuchen. Doch müssen wir, um uns an die 
Bezeichnungen der vorhergehenden Vorlesung anlehnen zu können, 
die früher gebrauchte etwas verändern. 

Es sei p eine Primzahl und r. eine primitive Wurzel der 
Gleichung o:'' »=» 1, q sei ebenfalls eine Primzahl, von der Form 
(ip-^-X, und Ä eine primitive Wurzel der Gleichung: Ä^==r 1^ 
unter » verstehen wir eine primitive Wurzel der Gleichung 
x^"^ =ä: 1, sodass wir r «=> a>-A* setzen dürfen, endlich sei y eine 
primitive Wurzel (mod. 7). Wenn man dann setzf: 

(w.Ä) ^n ^m, Rr^a^ .Jir^ + + o^ * - >«''^^^ 

so ist nach (28) und (30) der 8. Vorlesung der Ausdruck 








^^i - i^m^i^t—M,m^ 



(MnI 0f^U 4^m m 4mtJh f, m kl maA Xr. 2 der la Td 
f'^—l—m,i — l — m,r,=0 (MdL fc, 

ir^MPi» m, n p^friüfe g^me ZMm bedeolea« fie nv wAa kldacr 
iM f/ '^ i ät$4, d^en Summ« aber g — 1 ikrtfdgt. 

AMfer^^'iM^U bat» da ^ «ti»e (mod.p) tarn Eiponrntfii 1 ge- 
fc/irf t|^#i Vfimz$M iM, naeb dem enteo Satze ia Kr. 4 der 17. Ter- 
l«iHi»K die tUm%fU€9a 

tfi-^ + «^« + + ar + 1 = (fflod. y) 

p ^ % reelle Worzein, weiche leiebl aozugebeii, nimlich dorch 
die Potenzen 

ilarifiifftelK «Ind« In der Thai find diese Weribe (mod. 9) incon- 
%fmvA und ein beliebiger derselben: f V leistet der Congmenz 

(iiMiOgOi da pi^mm q ^ 1, also ^:gr- ^ (mod. 9) ist. Zm* 

AbkArsitng sdtxfin wir jrf^ — ti. 

Nun nIikI <II(i Wiirxoln dieser Congruenz aber den Wurzeln 
(lor OlelolHuiK 

rtP-i -f. o:»»-« + ,.,.+ a? + 1 — 

)ii(iK(Minln<^l, und xwar ist leicht zu sehen, dass» wenn wir u dem 
f' Kuonlnnn, ullHomein u^ und r^ zugeordnete Congruenz- und 
iilolrhunKHW\u'»rhi t»eln werden. Denn» bezeichnet man r* mit 
i\ »n nniM, (nnch dem Hauptsätze in Nr. 6 der 17. Vorlesung) 
<lii> (ilolt huug r -M> r^ tu eine richtige Congruenz (mod. f) öber- 
^\^\mu ^^\\\\ lUMU dlii filoichungs wurzeln durch die entspredien- 
dt^u Cou)tiuon«wurz€'ln oi^tit; die» r entsprecliende Congruenz- 
m\nA m' I^Ulei alao der Redittgung u ^ m^ (med* q) GeDilge» 
xvt« b«^liauptel« 

lUiM vtMrau^gearblrkl» ki^nneii wir die idealeD PrinEKtoras 
>^vii f t )Mrt«l«ri»ii>NK Ua die Primuld f twi Expo aolm 1 
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(mod. p) gehört, zerfällt sie in p — 1 ideale Primfactoren , von 
denen f(r) der zur Substitution r^ gehörige sein möge; dann ist 

f{r^) der zur Substitution ( )• oder auch, wenn mjk so 

bestimmt wird, dass h .mk^l (mod. p) ist, der zur Substitu- 
tion [^) gehörige ideale Primfactor von q. 

B. Wir setzen nun in der Function ^ für m den Werth 
h . fi, und wählen n^km mod, {q — 1), wodurch offenbar auch 
n als Vielfaches von fi bestimmt wird, da m und g — l ncsa pfi 
diesen Factor gemeinsam haben. Da m zwischen den Grenzen 
und q — 1 liegen soll, so kann h einen der Werthe 1,2, 3^ • • «p — 1 

haben, und dasselbe folgt für Ar, da wegen — = kh (mod. p) fQr 

alle Werthe des h aus jener Reihe der Werth des k eben diese 
Reihe durchläuft. — Weil n den kleinsten positiven Rest von km 

mod. {q •— 1) bedeutet, so muss, wie leicht zu übersehen, - der 

kleinste positive Rest von kh (mod. p) sein; werden demnach m 
und n so gewählt, dass m -j- n > q — 1 ist, so kann Dies, indem 
durch i», dividirt wird, auch so ausgedruckt werden, dass die Summe 
von h und dem kleinsten positiven Reste von kh {mai. p) grösser 
als p sein solle. 

Nach diesen Vorbemerkungen sehen wir nun zu, was aus 
^(q — 1 — m, g — 1 — n, «) bei den gewählten Werthen von 
m und n hervorgeht. Man findet aber 

Aehnlicherweise wird sich 

if(q^l — h(i,q-'l — khii, y) == ^*(ii*) (mod. q) 

ergeben, und weil m + n > jr — • 1 ist, 

^;fc(t«*) = (mod. s'). 

Dies wird in Worten folgendermassen ausgedrückt: Die 
complexe Zahl i^'jt(r) wird durch q theilbar, wenn r 
durch die Congruenzwurzel u* ersetzt wird, oder auch: 

sie enthält den zur Substitution (^jA gehörigen idealen 
Primfactor des q jedesmal, wenn die Summe aus h 

BACHBumr, Lehre d. Krcisth. 18 
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und den kleiosleo positireo Reste too kk (mod. p) 
grösser als p ist . 

Hieraas ergiebt sieb mit Leichtigkeit die Zer- 
legung Ton i^k(r) in ideale Prinfactoren. Benieriiett wir 
for APenif dass ron je zwei Wertben des h, welche die Somoie 
p baben» stets ein einziger der Bedingung genügt, dass k und 
der kleinste positive Rest ron kk (mod. p) eine grossere Summe 
geben als p. In der Tbat, sei y der kleinste posiüfe Rest von 
kk (mod. p), so ist p — y der kleinste poslüTe Rest von 
k {p — h) (mod. p); denn, setzt m^n kh=^ pz -{- y, so folgt 
{p — A) A: «CS p (Ar — z — 1) + (P — y)- Ferner folgt aus der 

Ungleichbeit A -{- y ^ P •tets die andere: 

2p-{h + y)^{p — h) + {p-y)<p. 

womit die Behauptung erwiesen ist 

Da es hiernach für jedes bestimmte k genau ^—^ Werlhe 

des h Ton der angegebenen BeschaffeDhelt giebt, so fo^t unmittel- 
bar, dass ^k {r) ebensoviel ▼erschiedeoe ideale Primfactoren ?on g, 
jeden mindestens einmal, enthalten muss. Andere Primfactoren, 
als solche ron q, kann ^A{r) aber nicht enthalten, da aus der 
Formel (2) der 10. Vorlesung, wenn q statt p, ^ statt h, k^ statt 
k gesetzt wird, die Gleichung 

(2) n{r) . nir--') ^ q 

hervorgebt. Diese lehrt ferner, dass '^A{r) jeden idealen Priin- 
factor auch nur einmal enthalten kann, da Gleiches bei q stalt- 
flndet; endlich, weil die conjugirte Zahl '^k{r^^) offenbar genau 
soviel Ideale Primfactoren enthalten musS; als ^a(^)» Beide zu- 
sammen aber nur ebensoviel haben können, als g, welches deren 

p — 1 hat, so kann ifJk{r) überhaupt nicht mehr, als jene ^"7 

ideale Primfactoren enthalten. 

Da nun mit f{r) der zur Substitution r\ gehörige ideale 

Primfactor von q bezeichnet worden ist, so ist f{r^*) der zur 
Substitution rA gehörige, wenn m^ als kleinste positive Zahl, 

für welche h .mjk^l (nM>d. p) ist, gewählt wird. Demnach ent- 
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« 

hSlt fifk{r) alle diejenigen Primfactoren /(r"*^), bei denen h und 
der kleinste positive Rest von kh (med. p) eine grössere Summe 
geben» als p. Nach dem Scblussatze der letzten Vorlesung 
ist also: 

wo das Product über die ^-^- bezeichneten Werthe des h zu 
beziehen, und E{r) eine conipiexe Einheit ist. Ebenso ist 

WO das Product auf die ^-^ übrigen Werthe des h zu beziehen 

ist Der Gleichung (2) wegen, und, weil das Product aller 
idealen Primfactoren des q gleich dieser Zahl ist, findet man leicht 
die Bedingung 

woraus nach dem Hilfssatze in Nr. 1 sich iS(r) =» + 9^ ergiebt 
Endlich wird also: 

(3) ^,(^)_ + ^.JJy.(^«A). 

4. Nachdem auf diese Weise '^k{r) bestimmt wor- 
den ist, findet man auch leicht den Werth des, bei 
der Berechnung der Wurzeln der Gleichung a:^ = 1 
auftretenden Ausdruckes (a)~'*, R) = (r, Ä). Denn die 
Formel (34) der 8. Vorlesung, in die hier angenommene Be* 
Zeichnung übertragen, liefert folgende Gleichung: 

(4) {r,R)P == (_ l)f» . y . 1^, (r) ^^[r) t;^2(r). 

Nehmen wir nun den bestimmten idealen Primfactor f(r^^) 

von q, welcher zur Substitution \ ,\ gehört, so ist dieser in 

jeder der Functionen tf^jtH enthalten, deren k der Bedingung 
genügt, dass h und der kleinste positive Rest von kh (mod. p) 
eine grössere Summe als /i haben, oder für welche der kleinste 
positive Rest von kh (mod. p) grösser als p — h ist. Den im 
Producte (4) auftretenden Werthen 1, 2, 3, ... .p — 2 des k 
entsprechen aber als kleinste positive Reste von kh die Werthe 

1, 2, 3 P — 1 mit Ausnahme von p — h, da aus der Con- 

gruenz kh^^p — h (mod. p) sich (A: + 1) ä ^= oder k^p — 1 
(mod. p) ergeben würde. Unter diesen Resten des kh sind daher 
h — 1 grösser ah p — A, folglich kommt der zur Substitution 

18» 
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((Mn«e PnniMi« des f 

* — iMaL ^I4»tr 
fnimU ftmmkUdwm. Da 

hwsar cüe Bihcit «Mo- vU^ 

>, Ä/ — «(f* - /fr-*;« ./ir^ ....ry 

(n Ä)r - *',* . firf . /(r^r» - - - - fir^T^- 
riiifti^ (^ §adH mm wM Backäckt i^tie ^llilh■i^ (2) 

•ach der Torigea Gkickaiig aber cifcält tfcs fniatk deaWcrth 

«eao aaa beadrtet, da« aas der CaagnieBS h .m^^l (nnd. p) 
aaeh 

mmi dvcfc Ycfg lüihiMft Mt der aadeni: (p — A) . a^^ = 1 
(Md. 1») die Giacfang «^—ji — iM UgL. md « 
ferner boMrkt. dw deshalb der Fader ff^ f r ^ 

Predocte (r. JS)r, alt den Vx^flr'^ a» den PlrodKle (f^,Jt}r 
miiyplieirt» 

liefert deauadi ia Predocte [r.By . (i^.lt}^ alle idealen Prin- 
bticrta tos 9 mr f^ Potenz erbeben Torkonunen. Die Ver- 
gleiebang beider Wcrtbe des ProdoeU {r,E^ . (r-\ Rf lieTert die 
Gieicbang 

E(r) . E{f^ll^ 1 

d*b. Jg(r) »B + r*. So findel man endlich 

(5) (r,Ä)^-+r- .r('•^ ./(r^. . • • /(f^-^)">-S 

eine Glelcbong, in welcher Alles bestimmt ist, bis 
auf den Factor + r". Aber aach dieser bestimmt sich 
mittels folgender Bemerkung: Eriiebt man den Ausdruck 

zur p^ Potenz, so findet man nach dem polynomischen Lehr- 
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»atze, und, weil H* »* 1 ist, 

(r,R)f = Ä*^ + Ä^y + Ä^y* + Ä«^~* (mod. p) 

d. h. coDgruent der Summe alier imagiDfiren Wurzeln der Gleichung 
itf c» 1 , welche den Werth — 1 hat. Es rouss also + r~ so 
gewählt werden, dass die rechte Seite der Gleichung (5) eben- 
falls diese Congmeozbedingung erfüllt. 

5. Wir wollen diese Betrachtungen mit der numeri- 
schen Berechnung eines Beispieles beschliessen. Sei 
p an 5, </ BS 11, wo dann ^ o» 2 als primitive Wurzel genommen 
werden kann. Da fe »» 2 ist, findet man y~^ ^ 3 , folglich ent- 
sprechen, wenn 3 als die, der Wurzel r zugeordnete Congruenz- 
Wurzel angesehen wird, den Wurzeln 

die Congruenzwurzeln 

3,9,6,4. 

Suchen wir nun zuerst eine compiexe Zahl zu bestimmen, 
welche den, dieser Zuordnung entsprechenden idealen Primfactor 
von q enthält. Dazu sind nach Nr. 2 der letzten Vorlesung die 
Unbestimmten x^, otj» sc^, ^4 in dem* Ausdrucke 

so zu wählen, dass nach Substitution der Congruenzwurzeln statt 
der zugehörigen Perioden derselbe durch jf >» 11 theilbar, dass 
also die Congruenz 

3xi + 9^2 + ^^3 + ^^4 ^^ (mod. 11) 

erföllt wird. Dies geschieht z. B., wenn x, «» 2, a?2 »> 1, 
oTj «3 a?4 »a 2 gesetzt wird , also ist 

2r -f r« + 2r3 4. 2r* «= — 2 — r^ 
oder auch 2 -f- ^^ ^In^ compiexe Zahl, welche den zur Substitu- 
tion (f\ gehörigen idealen Primfactor von 11 enthält. Da man 

aber durch Ausrechnung des Productes findet, dass 

N(2 + r') «r (2 + r) (2 + r») (2 + r») (2 + r^) — 11 
ist, so ist diese Primzahl in wirkliche Primfactoren zerlegbar, 
und 2 -|- r' der zur Substitution [ H gehörige ideale, in diesem 

Falle aber zugleich auch wirkliche Primfactor von 11. Setzt 
man nun f(r) a= 2 + r', so ist 
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und diese Primfactoren gehören zu den Substitutionen: (« )y 

1 ^ V [ ^ j . Aber aus der Congrueni A . mA = 1 (mod. 5) 

folgen, den Werthen A«s 1, 2, 3, 4 entsprechend, die Werthe 
fiiA «= 1, 3, 2, 4, man liann daher die vier Primfactoren 2 -j^r^ 

2 -f r^ 2 + r, 2 + r' auch als die zu den Substitutionen (^\ 

(sO ' (3*) ' (3O ^*^'**^" bezeichnen. 

Die Formel (5) liefert sodann für {r,R)^ folgenden Ausdruck: 

(r, Ä)* -=» ± r* . (2 + r2) (2 + r*)» (2 + r)« (2 + r^)\ 

in welchem nur noch der Factor + r^ zu bestimmen bleibt. 
Das geschieht durch die Bemerkung, dass die Entwicklung des 
Products einen Ausdruck liefert, welcher ^ ^^ r*^^ (mod, 5) 
gefunden wird ; da er aber ^ — 1 (mod. 5) sein muss, hat man 
das obere Zeichen und m «» 4 zu wählen, und erhält so: 

(r,Ä)* = + H (2 + r*} (2 + r*)» (2 + r)« (2 + r^)f. — 

Die Entwicklung dieses Ausdrucks liefert, von der verschiede- 
nen Bezeichnung abgesehen, wie es sein muss, den bereits in der 
8. Vorlesung in Formel (48) gefundenen Werth von (er, ri^)^, 
mit welchem {r,It)^ identisch wird, wenn er, r statt r,R ge- 
schrieben wird. 

Durch die hier mitgetheilten Betrachtungen sind alle Ele- 
mente, deren man zur Auflösung der Gleichung x^'^l bedarf, 
auf die idealen Primfactoren der Zahl q zurückgeführt worden. 
Da die Wurzeln dieser Gleichung lediglich durch q selbst bedingt 
sein können, so hat man sie auf solche Weise durch diejenigen 
Grössen ausgedrückt, welche ihre wahren Elemente ausmachen, 
und in dieser Vollendung der Theorie beruht die Bedeutung der 
letzten Untersuchung^ welche von Kummer in Grelle 's Jour- 
nal Bd. 35 (siehe auch Disputatio de num. complexis, in einer 
Gratuiationsschrift der Breslauer Universität zur dritten Säcular- 
feier der Königsberger Universität, abgedruckt in Liouv. J. Bd. 12 
unter dem Titel: „sur les nombres complexes, qui sont formes 
avec les nombres entiers reels et les racines de Tunite") zuerst 
veröfifentlicht worden ist. 
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Zwanzigste Vorlesung. 
Zwei Anwendungen auf die Theorie der quadratischen Formen. 

1. In der 10. und 11. Vorlesung sind wir aus der Kreis- 
theilung zu verschiedenen Darstellungen von Primzahlen durch 
quadratische Formen geführt worden. Den Ausgangspunkt der 
dortigen Betrachtungen bildete ein eigenthumliches Verhalten, 
welches die Resolvante zeigt, wenn die Einheitswurzel durch eine 
entsprechende Congruenzwurzel ersetzt wird, ein Verhalten, welches 
in dem Nr. 2 der 10. Vorlesung ausgesprochenen Satze seinen 
Ausdruck fand. Hier wollen wir zwei weitere Anwendungen der 
Kreistheilung auf die Theorie der quadratischen Formen zu- 
sammenstellen, von welchen die erste, auf Formen bezuglich, deren 
Determinante eine negative ungerade Primzahl — p sein soll, 
auf einer Verallgemeinerung der in der angeführten Stelle ge- 
gebenen Betrachtungen beruht ***), während die zweite sich auf 
Formen von einer positiven Determinante, welche eine ungerade 
Primzahl -|- P ist, bezieht und an die in Nr. 3 der 15. Vorlesung 
gefundene Zerlegung von 4 AT in zwei quadratische Factoren an* 
zuknupfen ist.**) 

Wir werden im Folgenden mit tf;(A, Ar, oo} oder kürzer mit 
'^[h, k) den Ausdruck 

(ar\R).[ur\ R) 
(<D-^*, R) 

bezeichnen, in welchem 

{«)-^ Ä) 

ist, während R eine primitive Wurzel der Gleichung a;^ = 1 , o 
eine primitive Wurzel der Gleichung a:^""^ = 1 bedeuten soll; 
p und q seien ungerade Primzahlen, welche in der durch die 
Gleichung qtss^p-^\ ausgedrückten Beziehung stehen, und 
unter y werde wieder eine primitive Wurzel (mod. q) verslanden. 




r 

•) Vgl. hierzu Smith, report on the theory of numbres, art. 121. 
Auch Jacobi*B Note über Kreistbeilang und Cauchy, m^m. sur la 
th. des nombres, besonders die Noten II, III und XIII. 

**) S. Dirichlet, sur la maniere de räsoudre Täquation <• — pa*««! 
au mojen des foncüons circulaires, Cr. J. Bd. 17. Desgl. Jacobi*a Note. 
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Jener Ausdruck hal folgende Eigenschaflen, die hier 
sogleich zusammengestellt werden sollen: 

1) hi h' ^ h, U = k (mod. q — 1); so ist offenbar 
^[h\ U) ^ ^[h,k). 

2) Ist eine der beiden Zahlen h,k t. B. h gleich Null, so 
wird der entsprechende Ausdruck (q)~^, B) »» (1, R) d. i. der Summe 

Ä + Ä^ + + Ä«-* 

gleich, deren Werth — 1 ist, der andere Ausdruck [(or^, R) dem 
Nenner («-*-*, R) gleich, also ist t^(0, A:) = — 1, ebenso 
^[h,0) := — 1. Dasselbe gilt aber offenbar auch, wenn h und k 
Beide verschwinden» da dann jede der Functionen in dem Aus- 
drucke den Werth — 1 annimmt ; man findet demnach auch noch 
*(0,0) = — 1. 

3) Wenn die Zahlen h,k nicht Null noch der Null mod. [q — 1) 
congruent sind und auch h-^- k durch q — 1 nicht theilbar ist, 
so wird nach Nr. 5 der 8. Vorlesung der Ausdruck 

(• '*) 'S 

also einer ganzen Function von m allein gleich. lo diesem Falle 
ist bekanntlich 

oder auch 

(2) t(;(A,Ar) . ^(^ — 1 - Ä, ^ - 1 - Ar) — ^. 

4) Ist A -f" ^ durch q — 1 theilbar, ohne dass h oder k es 
sind, so nimmt der Ausdruck if;(A,Ar), da k^ — h mod. (^ — 1) 
und der Nenner (»*+*, Ä) = — i wird, die Form — (©*, Ä) («-^ Ä) 
an, und wird nach Formel (29) der 8. Vorlesung gleich — ( — \)^.q, 
folglich ist 

(3) ^(A.A:) «. (— l)*+i . q, wenn h + k = mod. [q — 1). 

2. Wir wollen nun unter m^, m^, . . , ,ma pos .\re ganze 
Zahlen verstehen, welche kleiner als ^ — 1 vorausgesetzt werden 
sollen, und das Product 

(»-«H, R) . (©-'««, R) (w""'"« R) 

bilden. Dies kann offenbar durch if;- Functionen ausgedruckt 
werden; denn man erhält zuerst 
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sodann , wenn mit 1^2 ^^^ kleinste positive Rest von m, -j- m^ 
mod. (q — 1) bezeichnet wird, sodass fij ^ ^1 "^ ^2 niod.f^ — 1) ist, 

(w-(«i+««), Ä) . (CO-*».,/?) «r ^(f»2.m3) . (<a-K«i+'M-«.), Ä), 

ferner, wenn nun fi) den kleinsten positiven Rest von mi-f-mj-j-mg 
mod. (q — 1) bezeichnet, 

(ö,-(«i+«vHiH)^ Ä) . («-«»«, Ä) » if;(f*3,m4) . («-(«iH-«Hrl-«'.+«*),Ä) 

u. s. w., endlich , wenn f»«.! der kleinste positive Rest von 

mi -|- iitj -f- . . • • 4" w»a— 1 mod. (jT — 1) 
ist. 

Indem man alle diese Gleichungen in einander 
multipllcirt und die gemeinsamen Factoren beider 
Seiten weglässt, findet man folgende wicbtigeFormel: 

(4) (©•—», R) . {©-««, Ä) . . . . (»-*•«, R) « 5^(1») . (ö-(«i+«>+-+"«), Ä), 

in welcher 

also eine ganze und ganzzahlige Function von a> allein 
ist, ebenso wie die Factoren aus denen es sich zu- 
sammensetzt. Betrachten wir nun diese Function etwas ge- 
nauer. 

Der allgemeine Factor '^{(i^i,mi) kann drei ver- 
schiedene Fälle darbieten, jenachdem 

fif-i '{'mi = q — 1, fi,-i 4- OT^ > gr — 1 , ^f_i ^ nii < q — 1 
ist. Im letzten lassen wir ihn ungeändert, im ersten ersetzen 
wir ihn nach Gleichung (3) durch seinen Werlh (— l)*+''«~i . q, 
im zweiten schreiben wir dafür nach Gleichung (2) 

SL 

in welchem Quotienten die ^-Function des Nenners jetzt Argu- 
mente hat, die offenbar eine kleinere Summe ergeben, als ^ — 1. 
Es entsteht die Frage, wieoft einer der beiden ersten Fälle 
eintreten wird. Da fif^i der kleinste positive Rest ist, welchen 
die Summe 

«ij 4" ^2 H" • • • . "p iwi— 1 

durch q — 1 getheilt lässt, kann man 
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«I + «i + • • • • + «i-i — «Ä-i te — 1) + f«»-i 
geUen, indem man mit ii^.i (^ — 1) das gröasle, in der Summe 
enthaltene Vielfache von {q — 1) bezeichnet. Ftigt man nun zu der 
Summe das folgende Glied mi hinzu, und sclireibt in analoger Wdse 

»»1 + '»2 + • • • • + *»<-i + «• = M9 — 1) + f»*» 
während nun fi. (j^ — 1) das grösste darin enthaltene Vielfache 
von q — 1 ist, so sind zwei Fülle zu unterscheiden: entweder 
ist fij.1 -^ nii <i q — 1, dann wird m^^m^i sein müssen; oder 
aber es ist f*,-i+m,-^^ — 1, dann wird offenbar «,• = ii#-i + 1, 
da fii^i -f- fni eine Summe zweier Zahlen ist, welche kiemer als 
q — 1 sind, — die ersfe ab kleinster positiver Rest mod. {q — 1), 
die zweite nach der Voraussetzung — deren Summe also jeden- 
falls 2 (g — 1) nicht erreichen kann. Hiernach wird sich das 
grösste, in der Summe 

»ii -j- «j -f* . . . • ■*[- «i— 1 
enthaltene Vielfache von q — 1 durch Hinzufügen von m,- um 
eine Einheit vermehren oder constant bleiben, jenacbdem von 
den drei, oben unterschiedenen Fällen einer der beiden ersten 
oder der letzte stattfindet Vl^enn man daher annimmt, dass 

»»1 + Wj + . . . . -j- «« = «a(y — 1) + f*«» 
während < ff« < ^ — 1 ist, so muss es genau n« Mal 
geschehen, dass einer der beiden ersten Fälle eintritt. 
Hiernach wird man bei Anwendung der angegebenen Trans- 
formationen des Factors tf;(|iij.i,m,) 

(6) ^(») = «"• • ^ 

finden, worin sowohl /*((o) als auch <p(ait) Producte aus solchen 
i/;-Functionen bedeuten, bei welchen die Argumente eine kleinere 
Summe geben als q — 1. 

3. Auf '4' -Functionen dieser Art lässt sich aber der Satz in 
Nr. 2 der 10. Vorlesung zur Anwendung bringen. Dabei unter- 
scheiden wir wieder die drei früheren Fälle. Ist erstens 
fi,-i -j- »»,• == g' — 1, so ist nach Gleichung (3): 

iM^^i. ^.) - (- 1)'"^'*^' .(? = (- 1)'"^* . r. 

In diesem Falle aber ist fi,- ==: 0, und da man 
1.2.3,...m,«=(^— 1 — fi/-i) (?— 2— fi,_i) ....(5^— m/ — fi.-«i) 
also 
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(_1)*M .2. 3. ...m£=(^i^i+l) (^i~i+2). .. . (fi,-.i+m,) (mod.gr), 
folglich mit Rucksicht auf den Wilson'schen Salz 

findet, so kann man schreiben, wenn man in üblicher Weise 
übereinkommt, unter J7(0) die Einheil zu verstehen, 

(7) (_ i)i+-.' = ^^^"i (mod. q) . 

Dass in dieser Congruenz ein Bruch auftritt, macht keine 
Scliwierigkeil, da die Factoren des Nenners durch q nicht theii- 
bar sind. Sooft nämlich A eine zu q relati? prime Zahl ist, 
kann man eine Zahl ^ der Congruenz Ajf:^l (mod. q) ge- 
mäss bestimmen, und unter dem Bruche ~ (mod. q) Jede der 

Zahl jt (mod. q) congruente Zahl verstehen. In solcher Weise 
muss auch die vorige, sowie alle ähnlichen im Folgenden vor- 
kommenden Congruenzen, welche Bruche enthalten, aufgefasst 
werden. 

Ist zweitens fi^i + m, > gr — 1, so wird nach dem Salze 
in Nr. 2 der 10. Vorlesung 

17(20 — 2 — u ' . — wiA 

seio. Da aber, wenn k <, q — 1 ist, 

1 . 2 , 3 . , . . , Ar = (— 1)* . (y — 1) (y — 2) (q — k) 

[J(q— 1 — A) ■ rf (*) ={— 1)*.1.2.3.... (2-l)=(-l)*+» (mod.y) 
gefunden wird, so kann man auch schreiben: 

oder auch, da in diesem Falle (it^i -|- m/= g — 1 + «• isl, 

wie in dem vorigen Falle. 

Ist endlich drittens (li.i 4- ^i < ? — 1. so folgt nach 
demselben Satze 

i/;(^_i. m,.y) = - jj^— -^-^ (mod. ,) 
oder, da jetzt iii^i -{- m,- = fi« ist. 
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TT ' \ 

(9) t{i»,-,.«.i.r) = - no> J n(,^ ('»«''. ,) . 

Setzt mao daher in die Functionen f(n) und q>(m) 
statt o die primitive Wurzel y^ und nimmt auf die im 
Vorigen angegebene Bildungsweise derselben aus den 
^-Functionen» den drei unterschiedenen FSlIen ent- 
sprechend, Röcksicht, so wird man mit Beachtung der 
Congruenzen (7), (8) und (9) offenbar die folgende 
Congruenz finden: 

(10) Ä^(_i)^.-...__^^^W_,_ ^^^^^^ 

da der dritte Fall a — 1 — rtaMal eintreten wird. 

4. Wir werden jetzt speciell von folgendem Producte handeln : 



n« 



in welchem a jeden der ^ quadratischen Reste von p he- 

zeichnen soll, welche kleiner als p sind, und die Multiplicalion 
sich über alle diese Zahlen zu erstrecken hat. Um den Werth 

dieses Products zu erhalten, muss man in der Gleichung (4) 

fli — 1 
a«a ~— und die Zahlen mj, mj, « . . . m« den verschiedenen 

Zahlen aii gleich wählen. Wenn man nun aber in dem Aus- 
drucke 

för h, k Vielfache von fi, etwa h^=»h'ii. Am Ar'fi setzt, und be- 
zeichnet fß-i* mit r, sodass r eine primitive Wurzel der Gleichung 
xrJ' e» 1 wird, so enthält der Ausdruck 

nur noch die Wurzel r. Demnach wird auch in den beiden 
Functionen /*(fl9}, 9>(o»), welche sich in dem hier betrachteten Falle 
aus solchen ^-Functionen zusammensetzen, nur r vorkommen 
können, deshalb sollen sie mW, fa{r) und 9>a(r), desgleichen V{m) 
durch Wa (r) bezeichnet werden. Wenn man ferner y~^ »> u 
setzt, so werden die Functionen /(y), ip(y) in der Congruenz (10) 
durch /'«(ti); 9a (m) resp. zu ersetzen sein. Endlich wollen wir 
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bemerken» dass, wenn g irgend eine primitive Wurzel (mod. p) 
bedeutet, sftmmtliche quadratische Reste von p den Potenzen 
1* ^^ ^S . . . • ^1^ (mod. p) congruent sind» folglich wird die, 
auf alle oben definirten Zahlen a bezogene Summe 

^ a = 1 + flr^ + fl'* + • • • • + P*^ (nM)d, p) 

a 

d. h. congruent Null sein; Ea ist also eine durch p theilbare, 
desgleichen also auch 2*afi eine durch pfi =» g — 1 theilbare 

ganze Zahl. Hiernacb wird ft« = 0, «« »— -^^^ ■» — «ein, und 
die Formeln (6) und (10) gehen in die folgenden fiber: 

(11) '^-w»*^-^^ 

(12) i^T = -(—!)' ' rF7r-5-4 -T (™o<'- ^); 

9«(«) JI(1 .2 .3 . . ..(»fl) ^ *' 






in dem Producte der letzten Formel muss wieder über alle oben 
definirten Zahlen a multiplicirt werden. 

Bezeichnen wir ebenso mit h alle quadratischen Nichtreste 
von Pt welche lileiner sind als p, und bilden das Product 

"(«-*/•, R) 



/J' 



auf alle diese Werthe b bezogen, so gelten ganz dieselben Be- 
trachtungen. Da 

Vfc = ^ 4- gf3 ^ ^5 ^ ^ ^j»-J (mod. p) 

also durch p theilbar ist, so ergiebt sich wieder ^«0*0,11««» — ; 

bezeichnet man ferner mit W^ (r) , f^ (r), q>i (r) die auf diesen Fall he« 
zöglichen Werthe der Functionen ^(o) , f{m) , 9 (q>) , so ergeben 
sich aus den Formeln (6) und (10) die nachstehenden: 

(13) y,(,,„,^^^ 

(14) ^ ^ - (- ^r'^' n(i.».».....» (»•«•• ^)- 

b 

5. Andererseits geht aus der Gleichung (4), wenn man 
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n «— 1 

a SS — .— - und die Zahlen m., m2 m« den Zahlen aii gleich 

setzt, deren Summe als eine durch q — 1 theilbare Zahl soeben 
nachgewiesen worden ist, folgende rileichung 

(15) V, (r) JJi«-"', R) Yl^f, R) 

hervor, da 

(^H-.+«H-....+«r«)^ Ä) «= («-^^A», Ä) = — 1 

Avlrd. Diese Gleichung lehrt aber, dass das Product eine, von 
R ganz unabhängige, nur aus r gebildete, ganze Function ist, 
deren CoSfficIenten ganze Zahlen sein müssen, da die Coefficienteo 
in den einzelnen Factoren {r^,R) solche Zahlen sind; es ist, mit 
andern Worten, eine, aus r zusammengesetzte, complexe ganze 
Zahl. Indessen ist dasselbe offenbar unveränderlich; wenn r durch 
irgend eine Potenz r^' ersetzt wird, worin a selbst ein quadrati- 

scher Rest (mod. p) ist; denn die ^ — Zahlen aa sind, wie 

leicht zu sehen, unter einander (mod. p) incongruent und wieder 
quadratische Reste, folglich stimmen ihre kleinsten positiven Reste, 
von der Ordnung abgesehen, auf welche es in dem IVoducte nicht 
ankommt, mit den Zahlen a im Ganzen uberein. Da nun a stets 
einer geraden Potenz von g, etwa g^^ (mod. p) congruent ist, 

und r^^ derselben zweigliedrigen Periode angehört, wie r selber, 
kommt das Gesagte nach Nr. 5 der 6. Vorlesung darauf hinaus, 
dass das Product nicht eine Function der einzelnen Wurzeln der 
Gleichung x^ = 1, sondern vielmehr eine Function ihrer beiden 
zweigliedrigen Perioden, welche t/q, i/, genannt werden mögen, 
sein muss. Man kann daher setzen: 

(16) JJ(o>-«^Ä) =- ^0% + A Vi . 

worin Aq, A^ ganze Zahlen bedeuten. 

Genau ebenso findet sich, wie auch einfach durch Ver- 

iauschung von ö>~a* sa= r mit einer der Wurzeln r^**"*"* d. h,, da 
5f**+^ irgend einem Nichtreste (mod. p) congruent ist, mit einer 
der Wurzeln /■* hervorgeht, 

(17) /7(«>-^^Ä) = ^o^l + ^l'?o' 



n 
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auch ist 

(18) ^,{r) — ri{a>-^^R). 

Wenn wir uns von nun an auf die Voraussetzung» 
dass p die Form 4n -{- 3 habe, beschränken, so können 
wir die Gleichung (17) etwas anders schreiben; denn vermittelst 
der Bemerkung, dass dann — 1 ein quadratischer Nichtrest von 
p ist, und dass folglicli die Zahlen — b allen quadratischen Resten 
(mod. ;>) congruent sind, nimmt sie offenbar folgende Gestalt an: 



JT< 



Erinnern wir uns liier, dass nach Formel (29) der 8. Vorl. 

(«*/', R) . (o-*/*, R) = (— lyf^ . q 

ist, dann werden wir durch Verbindung der vorigen Gleichung 
mit der Gleichung (16), wenn wh* beachten, dass die Anzahl der 

Factoren in jedem der beiden Producte gleich ^ — , sowie dass 

Hall durch q — 1 theilbar, also eine gerade Zahl ist, zu der 

a 

folgenden Gleichung: 

y — 1 

9 ^ = (-^% + AV\) (^o^i + ^1 ^o) 

gelangen, welche, wenn für die Perloden ihre in Nr. 2 der 15. Vor- 
lesung gefundenen Werthe 

substituirt werden, in die andere Gestalt: 

(19) ^^q'^{A, + A,)^ + p[A,-Ä,Y 

übergeht. 

6. Die so gewonnene Formel kann noch verein- 
fachtwerden, wenn man sie durch die höchste Potenz 

von q, welche den Quadraten (/^q 4" -^i)^ ^^^ (-^o ~~ -^i)* 
gemeinsam sein kann, dividirt. Zur Bestimmung 
dieser Potenz dienen aber die Relationen (11) bis (14), 
von denen die erste und dritte, wenn angenommen wird, die 
höchste, den Zahlen A^, A^ gemeinsame, Potenz von q sei q^^ 
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mit Rücksicht auf (16) und (17) auch so geschrieben werden 
können: 



(20) 



2a 



Wir wollen nun zwischen den Wurxeln der Gleichung 

af-^ + ««^ + + « + 1 — 

und den Wurzeln der Gongruenz 

af -* + a?*^« tI- + Ä + 1 = (mod. y) 

genau dieselbe Correspondenz herstellen, wie in Nr. 2 der ?or. 
Vorlesung, bei welcher u* die zu r* gehörige Congruenzwurzel 
war. Dann ist zunächst leicht nachzuweisen, dass keine der 

Zahlen — , -<— kleiner als t sein kann; denn wSre z. B. — < i, 
V P P 

so entstönde aus der ersten der vorhergehenden Gleichungen die 
folgende: 

und diese ginge nach dem Hauptsatze in Nr. 6 der 17. Vor* 
lesung durch Substitution der Congruenzwurzeln statt der zuge* 
hörigen Gleichungswurzeln in die richtige Gongruenz: 

in welcher 

u^ es ti ^ tir 4* . . . . -|- uP^^"^ 

M, -» w^ + »«^ + . . . . + u^'^ 

f M 
gesetzt ist, über und lieferte ~^ = (mod. q), was mit der 

Gongruenz (12) unverträglich ist. 

Wenn hierdurch nachgewiesen ist, dass die Zahlen — , ~- 

r Jr 

mindestens gleich t sein müssen, so zeigen die Gongruenzen: 
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£ 



(21) 



-7 . «1 H ■ , Un = — q*^ . — r-\ 



y (inod. q) , 



welche aus den Gleichungen (20) entstehen, indem die Gleidiungs- 
wurzeln durch die zugehörigen Congruenzwurzeln ersetzt werden, 
dass nicht beide Zahlen grösser als i sein können. Denn sonst 
wurde 

^o«o + A ^i ^ 0, AqU^ + J^Uq ^ ] 
(22) folglich Wmod.g^-f-i). 

^0 K' - ^^') - 0, ^, (V - O - j 

Es ist aber Uq^ — u^^ = (u^ + Wj) («o — «i); von diesen 
Factoren ist der erste der negativen Einheit (mod. q) congruent, da 

und 

1 + w + t/^ + . . . . + t«P-» = (mod. q) 

ist. Da ferner die Gleichung besteht 

so erhält man die Congruenz 

(«0 — «i)^ = — /> (mod. ^), 

welche lehrt» dass auch der andere Factor» und folglich auch 
Uq^ — ^i^ nicht durch q theilbar ist. Demnach ergäbe sieb aus 
den Congruenzen (22) das, der Bedeutung des Exponenten t wider- 
streitende Resultat, dass Aq und A^ durch g'+^ theilbar wären. 
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich» dass, 

wenn nicht etwa ^^, — gleichen Wertb haben, f jeden- 

P P 

falls dem kleinern derselben gleich sein muss. Aber 
jene Voraussetzung ist unzulässig, da 2Ja -{- üb gleich 
der Summe 

1 + 2 + 3 4- .... + (/>- 1) = ^-^-Y~- 

in dem hier betrachtelen Falle also, in welchem ^~ ungerade 

ist, einer ungeraden Zahl gleich ist, weshalb Zb — £a nicht 
gerade also auch nicht Null sein kann. Dasselbe folgt all- 
gemein aus einem andern, bald zu erwähnenden Umstände, aus 

ÜAoniiAKKf Lehre d Krelsth. 19 
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wddwni wir «ocb iddieueo werden, dats £k der grossere der 

Mdeo Wertfae isl. Fdlglich moss f — — sein. 

Wenn nun nunmehr die Gleiehong (19) mit dem Quadrate 
der grtaten, den Zahlen J^ J^ oder den Zriden J^+J^, J^ -A^ 
gemeinaamen Potenz Ton q diridirt nnd 



(23) ^•'^/^ ^x. dB^zJi^^ 

ieUt, aowie bemerlit» dass — -I «= ^-^ ist, so ergielK 

sieb endlich folgende hdchst beaehtenswerthe Gleichung: 



(24). A.g ^ =x'4-py^ 

welche den Satz enthält: 

Ist p eine Primzahl Ton der Form 4ii -f- 3, q eine 
Primzahl Ton der Form f»p-f-l» vd bezeichnen £a. 
Eh die Summe resp. aller quadratischen Reste und 
Niebtreste (mod. p), welche kleiner als p sind, so ge- 



stattet das Vierfache der Potenz q ^ eine Darstel- 
lung durch die Form a? -{- py^. 

Die Congruenzen (21) können jetzt folgendermassen ge- 
schrieben werden, wenn auf (12) Rücksicht genommen wird: 

2k 



-7 • «0 -r -7 • "« = i— »; • n(i.2.8...«^) 
q 9 



(mod. q) 



und geben durch Addition die, zur Bestimmung von x dienende 
Gongruenz 



ib 



(25) i = - (_ l)> . 5(171^777:7^7, (»od. ,). 

m 

So erbftit man den Zusatz: Die Zahl x in der Dar- 
stellung (24) leistet der Gongruenz (25) Genüge. 

Noch kann beachtet werden, dass in dem Falle, wo p die 
Form 8|t -f- 7 hat, die Darstellung durch gerade Zahlen x^ y 
geschieht; denn, wären sie, was sonst nothwendig wSre, da 
a? 4"Jpy^ gerade werden soll. Beide ungerade, so würden a?, y^ 
durch 8 gethellt den Rest 1 geben, x^ -{- py^ also durch 8 theil- 
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bar sein, während die andere Seite der Gleichung (24) es nur 
durcli 4 ist. Setzt man daher x'=^2i, ^».217, so ergiebt 
sich der Folgesatz: 

Ist p eine Primzahl von der Form 8n -|- 7 und q 
eine Primzahl von der Form ftj» -f- 1, so giebt es ganze 
Zahlen |, 1} von der Beschaffenheit, dass 



(26) 



9 ' -I^ + pV 
ist, während § der Congruenz 

a 

Genüge leistet. 

Ist z. B. ^ OB 7/1* -f- 1, so flndet sich, da unter den Zahlen, 
welche kleiner als 7 sind, die Zahlen 1, 2, 4 die quadratischen 
Beste , die übrigen Zahlen 3,6,6 die quadratischen Nichtreste 
von 7 sind, 

wenn 

ist, wofür man auch 

setzen kann, wenn man bemerkt, dass nach Wilson's Satze 
- 1 = Jj7fi =J[f4f* . (4f* + 1) (4^ + 2) . . . 7^ 

= (— l)8i- . 1 . 2 . 3 3f* •rT4f» (mod. q) 

ist, und fi nothwendig eine gerade Zahl sein muss. Dieses Besuitat 
findet sich bereits in der in Nr. 3 der 11. Vorlesung citirten kleinen 
Abhandlung von Jacobi. — 

Es ist zu beachten, dass die Zahlen £,17 durch die Bedingungen 
(26) vollständig bestimmt sind, nämlich | als absolut kleinster Best 
von q, welcher der Congruenz genfigt, sodann if durch die quadrati- 
sehe Formel. Wenn jedoch in der Gleichung (24) eine höhere als 
die erste Potenz von q zur Linken des Gieichheitszeicbens steht, 
wird die Darstellung durch die Bedingungen (24) und (25) im 
Allgemeinen noch nicht vollständig bestimmt sein. Während 
wir einige darauf bezügliche Einzelheiten hier übergehen wollen, 

19* 
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müssen wir noch auf den Zusammenhang, welcher zwischen diesen 
Betrachtungen und einer wichtigen Frage aus der Theorie der 
quadratischen Formen besteht, soweit es ohne näheres Eingehen 
auf diese Theorie möglich ist, hinweisen. 

7. Man versteht in der Zahlentheorie unter einer (hinären) 
quadratischen Form jeden Ausdruck von der folgenden Gestalt: 

in welchem die Coi^fficienten a, b, c ganze Zahlen sind ; der Aus- 
druck b^ — ac heisst die Determinante der i^orm. Zwei 
solche Formen 

ax^ -f" 26a;y + cy^, d x'^ -j- 2b' x'y + cy^ 

von gleicher Determinante werden äquivalent oder zu der- 
selben Classe gehörig genannt, wenn die erste in die zweite 
mittebt einer linearen Transformation 

o; «a a«' + ßy\ y «s ya:' -f- */ 

übergeführt werden kann, in welcher die CoöfScienten »» ß,y, ^ 
ganze, der Gleichung ad — ßy^rsl genugende Zahlen sind. 
Ilaben die Coefficienten a, 26,c der Form keinen gemeinschaft- 
liehen Theiier, so heisst sie eigentlich primitiv, wenn sie 
den grössten gemeinsamen Theiier Zwei haben, uneigentlich 
primitiv. 

Denkt man sich nun alle uneigentlich primitiven Formen der 
Determinante — p, so zerfallen diese in eine gewisse, stets end- 
liche Anzahl H verschiedener Classen von, unter einander äquiva- 
lenten. Formen. Die Bemerkung aber, welche wir hier 
anschliessen wollten, besteht darin, dass, wie Diri* 
chlet auf höchst mei^kwürdige Weise, indem er die 
Analysis mit der Zahlen theorie in Verbindung brachte, 
nachgewiesen hat, die Zahl ff genau gleich dem Expo- 
nenten von q in der Gleichung (24) nämlich 

„ Sb — Sa 

II = — 

P 

ist. Es ist hier nicht der Ort, auf Dir ic hl et 's Methoden näher 
einzugehen, vielmehr muss auf seine betreffenden Arbeiten, deren 
wesentlichste In den Bänden 19, 21, 24 des Crelle'schcn Jour- 
nals enthalten sind, oder auch auf seine Vorlesungen über Zahlen- 
theorle verwiesen werden. Nur das Eine muss zur Ergänzung 
des oben Gesagten hinzugefügt werden, dass aus dem Dirichlet- 
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sehen Resultate unmittelbar die Beziehung 2Sb > JSa hervorgeht, 
da die Anzahl H der Classen ihrer Natur nach stets eine positive 
ganze Zahl sein muss. Auf anderin Wege ist derselbe Umstand 
bisher nicht bewiesen worden, auch durfte es, um mit Dirichlet 
zu reden*), nicht leicht sein, dafür einen arithmetischen Beweis 
zu finden. 

Zum Scbluss ist auf eine Notiz von Jacob i**} hinzuweisen^ 
welche besonders geeignet ist, den Scharfsinn dieses grossen 
Mathematiiiers zu bezeugen. Die Theorie der quadratischen 
Formen lehrt, dass^ wenn das Doppelte einer Primzahl q ül>er- 
hanpt durch uneigentlich primitive Formen der Determinante 
— p darstellbar ist, es stets eine gewisse kleinste ganze Zahl A 
giebt von der ßeschafienheit, dass 2 . q^ durch die sogenannte 
Ilauptform 

darstellbar ist ; diese Zahl A muss stets gleich der Glassenzahl H 
oder wenigstens ein Divisor derselben, und jede grössere Zahl 
derselben Beschaffenheit muss ein Vielfaches von der kleinsten 
Zahl A sein. Bemerken wir nun, dass die Zahlen x, y in der 
Gleichung (24) entweder Beide gerade, oder Beide ungerade sein 
müssen , damit die. Summe x^ r{- py^ eine gerade Zahl wird , so 
ist klar, dass, wenn 

a: — 2^-f r, y«= r 

gesetzt wird, für X, Y ganzzahlige Werthe sich ergeben werden. 
Durch diese Transformation geht aber die Form x^ '\' py^ in 



2 Ux^ + 2Zr+ ^^ T*\ 



über, und aus der Gleichung (24) ergiebt sich die folgende: 

2.q ^ =«2Jr2 + 2Zr+?4^ r2. 

Hieraus folgt nach dem eben Bemerkten jedenfalls, dass die 
Anzahl H der Classen uneigentlich primitiver Formen von der 

X* K 57/7 

Determinante — p mit der Zahl in einem einfachen 

P 

Verhältnisse stehen wird. Da Jacobi aber bei einer Reihe von 



*) 8. Abhandl. d. Berl. Academie Jahrg. 1837 pag. 57, 
♦*) in Crelle's J. Bd. 9 p^g. 189. 
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Bdipideo fand» da» H dieser Zahl sdlMl gleidi wurde, aprach 
er deo Sati aus» dass öberhaupl die Gbaaenainahl H durdi die 
Formel 

P 

besUmmi werde, ein Säte, der, wie schon gesagt wurde, durch 
Dirichlei's Forschungen eine glänzende Bestitigung gefunden hat 
8. Doch wfar wenden uns nunmehr zu der lelzlen Anwendung, 
welche wir von der Kreistheilung machen wollen; sie beUifll 
einen, für die Theorie der quadratischen Formen Ton posUirer 
Determinante wichtigen Gegenstand. Wenn wir uns auch hier 
auf den einfachsten Fall beschränken, in welchem die Determi- 
nante eine positive Primzahl p ist, so spielt in der Theorie der 
Formen von solcher Determhiante die Aufgabe, alle ganzzahligen 
litaingen ^ u der sogenannten PelTschen Gleichung 

zu finden, eine grosse Rolle. Da man indessen aus einer Auf- 
lösung, bei welcher u tou Null verschieden ist, leicht alle übrigen 
Anden kann, kommt es wesentlich darauf an, ein e solche zu finden, 
und es ist nun sehr merkwürdig, dass auch hierzu die Kreis- 
theilung das Mittel darbietet und gerade diejenige Auflftsung 
finden lehrt, welche wieder zur Anzahl der Qassen äquivalenter 
Formen von der Determinante p eine unmittdiMU'e Beziehung hat. 
Um dahin zu gelangen, müssen wir von den Resultaten der 
Nr. 3 der 15. Vorlesung unsern Ausgang nehmen. Wir haben 
dort die Formel erhalten:* 



^ * • fei - ^('^)' - (- 1) " . p^w' . 

Unterscheiden wir nun von vornherein die beiden 
Fälle, in denen p die Form 4n -f- 1 oder die Form 
vin-f 3 hat 

In dem erstem erhalten wir aus (27) durch die Substitu- 
tion a "= 1 folgende Formel: 

(28) A:p^y^—pz^ 

wenn mit y, z die reellen ganzen Zahlen bezeichnet werden, in 
welche die Functionen Y{x)^ Z(x) bei solcher Substitution über- 
gehen, und welche Beide von Null verschieden sind, da weder 
4p BS y^, noch 4p SB — pz^ sein kann. Die Gleichung (28) lehrt 
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ausserdeiDt dass y durch p theilbar ist; setzt man also y^^^^p.y^ 
und der Uebereinstimmung wegen z^^z^, so ergiebt sich nach 
Division mit p 

(29) V — pyo' 4 . . 

Diese Gleichung kann man auch so schreiben: 

(«0 + yo Vlp) («0 — y« /p) «* — -*» 

und durch ihre Quadrirung findet man, wenn man 

(«0 + yo /p)' — (V +pyo') + 2^oyo J^ = ^1 + ^1 >^p 

setzt, 

(30) (z, + y, ^/p) [z, ~ y, /^) = 16 . 

Die ganzen Zahlen 

«1 = V + pyo^ yi = 2^:0^0 

sind jedenfalls durch Zwei theilbar, wie für y^ von selbst klar 
ist und für z^ sich daraus ergiebt, dass man wegen (29) auch 

«j «: _ 4 + 2pyo' 

schreiben kann. Sind aber y^, Zq schon gerade Zahlen, so wer- 
den Z|, y, sogar durch Vier theilbar sein, und man findet dann 

d. h. t B» ^, 14 »s ^ ist eine ganzzahlige Auflösung der 
PelTschec Gleichung 

von der gesuchten Art, da y^, z^ y^, u von Null verschieden shid. 
Dieser Fall tritt stets ein, wenn p die Form 8it -{- 1 b^^- 
Wenn dagegen z^, y^ ungerade sind, was sie, damit z^^ — pyQ^ 
gerade werde, gleichzeitig sein müssen, wenn sie nicht Beide 
gerade sind, so sind y^.z^ nur durch 2 theilbar, also Z2, y^ un- 
gerade, wenn man 

^1 = 2^2, y, — 2y, 

setzt, und es ergiebt sich dann aus (30) 

(«2 + yj Vp) (^2 — ^2 /p) •=' 4 • 
Erhebt man diese Gleichung zum Cubus und setzt 

(«2+y2J^)'=(«2'+3p^2y2')+(3*2V2+py2?)-»^— ^s+ys»^. 

so übersieht man leicht, dass z,, y^ Beide durch 8 theilbar sind ; 
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denn, da jetzt p die Form 8n -{- 5 haben inuss, so erglebt sich 
'i' + 3pyi' ~ 0. 3r,' 4- pyj» =: (mod. 8). 
Da nun 

(«8 + y» Vp) (^s — ^3 Vp) — 64 

ist, flndet man 

also sind die beiden ganzen Zahlen < = y* ^^^ 'g ^'°^ 
Lösung der Peii'schen Gleichung 

fi — pu^m>mi. 

9, In dem zweiten Falle, wo p die Form 4ii -|- 3 

hat, wurde die Substitution a; «» 1 in der Gleichung (27) nur zu 

einer Idenlilät fuhren. Wenn man dagegen x «» t setzt» so wird 

sich ein ähnliches Resultat ergel>en» wie im vorigen Falle. Nach 

den Formeln (18) in Nr. 3 der 15. Vorlesung folgt bei dieser 

Substitution 

tri ür! 

F(0 * ' . r(-i), Z{i) = I \ z(-i) . 

Die Functionen Y{i) und Z{i) sind aber ganze complexe 
Zahlen von den Formen y' + y"t und z' + zU resp. Wenn 
daher zunächst p die Form 8n -|- 3 hat, so geben die 
vorigen Gleichungen folgende Beziehungen: 

y +y«-= — «(y — y«)f « +21 = 1 (z — z ij 

d. li. 

y zx=z y , 5 = 2 , 

folglich werden Y(i), Z(i) von den Formen: 

F(,-) = y'(l-i% Z(0-z'(l + t-). 
Ist dagegen/) von der Form Sn-^-l, so erhält man 
die Beziehungen: 

3/ i- y I = I (y — y 1), 2 + 2 t -= — I (z — z 1), 
aus denen y = y", «' == — z" also 

hervorgeht. 

Da andererseits — -^- für ä «= i in * "" übergeht, er- 
hält es, wenn p die Form 4ii -j- 3 hat, den Werth i, und die 
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Gleichung (27) ei^ebt demnach die nachstehende; 

in welcher die doppelten Zeichen mit einander correspondiren, 
oder einfacher, da (1 + i)* -> + 2t Ist, 

(31) y-S-pz-'-ia. 
was wir aoeb so schreiben können: 

Erhebt man nun die letzte Gleichung in's Quadrat und setzt 

(»' + * V~p? - »'» + p«'* + 2y'«' VI - y'i + *'i V~p . 

so sind 

y/ •= y » + px'* — ± 2 + 2p*'«, «,' =- 2y'z' 

gerade Zahlen, welche der Gleichung 

(y»' + * I J^) (y.' - 't' ^p) == * 

Genöge leisten, und i ■» ^, t< »> ^ zwei ganze Zahlen, Tür welclie 

isl, d. Ii. eine ganfzahllge Lösung der Pell'schen 
Gleichung. 

10. Hierdurch ist nachgewiesen, dass sich aas 
der Kreistheilung stets eine ganzzahlige Auflösttog 
der Pell'schen Gleichung ableiten lässt. INese ist 
jedoch nicht diejenige Auflösung, welche man als ihre Puada* 
mentalauflösung su bezeichnen pflegt, bei wdcher nSmlich 
die Zahlen l, u die kleinsten positiven Zahlen sind. Fragt man 
nun, in welcher Beziehung die so gefundenen Auflösungen zu 
der Fundamentalauflösung T, ü stehen, so giebt die Antwort merk- 
würdiger Weise wieder einen innigen Zusammenhang zwischen 
der Kreistheilung und der Theorie der quadratischen Formen, 
insbesondere mit der Bestimmung der Classenanzahl zu erkennen. 
In der That, wenn wir uns der Kürze wegen auf den Fall einer 
positiven Determinante p von der Form 4fi 4* ^ beschrfinken, 
so folgt aus den von Dirichlet gefundenen Ausdrücken für die 
Anzahl H der Classen äquivalenter Formen von einer solchen 
Determinante folgende interessante Beziehung: 

(32) (T+ virpf^(^^)"^'^\ 

BAcmiAyv, Lehr«" d. Kreitth. 19** 
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wenn y,z die in Gleichung (28) vorliomnienden ganzen Zahlen 
Dämlich dieWerIhe Y(l) und Z(l) bedeuten, eine Beziehung, 
welche den Zusammenhang der, aus der Kreistheilung 
gewonnenen Auflösung mit der Fundamenlalauf- 
lösung der Pell'schen Gleichung bezeichnet. 

Dies Resultat giebt endlich noch zu einer Bemerkun<^ An- 
lass, welche der über das Zeichen Zb — Za in Nr. 7 gemachten 
analog ist; die ganzen Zahlen y,z sind nämlich positiv, 
fai der That, nach den Formeln in ^r. 3 der 15. Vorlesung ist 

bt nun a ein quadratischer Rest, welcher grösser als ^ ist, 
so wird, da — 1 hier zu den quadratischen Resten gehört, p -— a 
ein quadratischer Rest sein, welcher < ^ ist, und umgekehrt. 
Daraus folgt leicht, dass man. wenn a jetzt alle quadratischen 
Reste bezeichnet, welche < -~ sinj, setzen kann: 

y + « >/p — 2 . jrj{l — /-)(!- r-} 

oder, da (1 — r«) (1 — i-*) — 2 (l — cos ?^ = 4 sin« ?f^, 
und die Anzahl der Werthe a gleich ^"" 1 i&t, 

y + zj/p^2 ^.(/Jsin?£fy 
Ganz ebenso findet man 

y _ z j/^ = 2 * . (/Tsln !*?y 

wenn man in dem Producte über alle quadraüschen Nichtrcsle 

multiplicirt, die < ^ sind. Diese Gleichungen lehren durch 

ihre Addition, dass y wesentlich positiv sein muss. Da aber T 
und JJ positiv sind, und 

ist, muss T -f 17 >^ > 1 , folglich nach Gleichung (32) 



2 
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sein, was nur geschehen kann, wenn auch z positiv ist. Auch 
diese Bemerkung ist bisher direct boch nicht bewiesen worden. — 
Schliesslich mag erwähnt werden, dass^ wenn man von den 
Darstellungen von 27 X und 256 JT durch eine cuhische resp. 
biquadratische Form ausgehe welche durch die Gleichungen (40) 
der 15. und (39) der 16. Vorlesung gegeben werden, ähnliche 
Resultate, wie die hier aus der Darstellung von 4Z durch eine 
quadratische Form abgeleiteten, gefunden werden können, wie es 
in Bezug auf die cuhische Form in einer grossen Abhandlung 

I von Eisenstein nachzulesen ist.*) Da es die Grenzen dieser 

Vorlesungen nicht gestatten, hierüber, noch auch über die 

I wichtigen Forschungen Di richtet 's, die Classenanzahl betreffend. 

I Ausfuhrlicheres hier beizufügen, müssen wir den Leser, welcher 

, darüber weiter unterrichtet zu sein wünscht, auf die bezuglichen 

! Abhandlungen verwelken. — 



*) Eisenstein, allgemeine Untersuchungen über die Formen d^^ 
Grades mit drei Yariabeln, welche der Kreistheilun^ ihre Entstehung 
verdanken, in Cr. J. Bd. 28. 
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8 Zeile S v. o. lief: fUtt; 
82 Zeile U ▼. o. Hei /*(ar) statt (ar). 
6 t soll in der Fif. 1 der Punkt nicht mit /f, sondern 

mit Terbnnden sein. 
64 letite Zeile lies oder stott deK 

67 in der Figor lies J sUtt JT. 

68 ZeUe 9 ¥. n. lies «"'t****^) sUtt g^iH-i)^ 

82 Zeile 1 ▼. o. lies die e/*-gliedrigen stfttt die ef- 
glicdrigen. 

105 Zeile 17 t. o. lies (12') statt (12^. 
128 Zeile 4 t. o. lies ind. ^ statt ind. ^'. 
134 Zeile 20 t. o. Hess: statt. 

148 tM^ 8 T. n, lies S~ statt p— 1. 
209 Zdle 4 ▼. o. lies Zr^ statt £r^. 



215 ZeUe 4 t. o. lies ^ sUtt — . 

218 Zeile 16 t. o. lies + statt — . 

228 Zeile 7 t. n. lies i}oi7ii7t + ^o>7i?»>^*^^ iT^'If^i'f )7«9i9s- 
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„ 240 Zeile 3 v. o. lies (mod. q) statt (m od. p). 
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